GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Sur la classification des variétés rieman-
niennes homogénes & courbure constante. Note de M. Joseru A. Wourr,
présentée par M. Jean Leray.

1. Soit p : N - M un revétement riemannien, ¢’est-a-dire un revétement

ot N et M sont des variétés riemanniennes connexes et p est une isométrie
locale. Les éléments du groupe du revétement, c’est-d-dire les homéo-
morphismes d : N — N tels que p.d = p, sont des isométries de N.
- Tuiorime 1. — Soient p: N — M un revétement riemannien et B le
centralisateur du groupe du revétement dans le groupe des isométries de N.
St M est une variété riemannienne homogéne, B est transitif sur N. St B est
transitif sur N et si le revétement est galoisien, M est une variété rieman-.
nienne homogéne. ' _

Démonstration. — Soient a : H - G le revétement universel de la compo-
sante connexe du groupe des 1sométries de M, M une variété riemannienne
homogéne, n€N et m=p(n). f: H—> M par f(h) = h(m) est surjectif
parce que H opére tramsitivement sur M par h(z) = a(h) (z). H étant
simplement connexe il y a un relévement f': H — N telle que f'(1) =n
et f=p.f. f étant surjectif, conséquence de la surjectivité de f, H opére
transitivement sur N par A(f'(k.)) = f'(hh,). En rendant cette action
effective on-obiient un revétement b : G’ - G de G par un groupe transitif
d’isométries de N ou p.g’ = b(g’).p. Conservant la structure p-fibrée
de N, G’ normalise le groupe D du revétement. G’ étant connexe et D étant
discret, G’ centralise D. : ‘

Soient p galoisien et B transitif sur N. Conservant la structure p-fibrée
de N, B induit un groupe transitif d’isométries de M. C.Q.F.D.

DiriniTion. — On appellera translation de Clifford d’un espace métrique
une tsométrie telle que la distance entre un point et son itmage soit constante.

Tutortme 2. — Sotent p: N — M un revétement riemannien, M une
variété riemannienne homogéne et D le groupe du revétement. Chaque élément

de D est une translation de Clifford-de N.

(C’est une conséquence immédiate du théoréme 1.

2. CLASSIFICATION :

Tutorime 3. — Une variété riemannienne homogéne connexe a courbure
sectionnelle constante négative est un espace hyperbolique.

Démonstration. — Une telle variété M admet un revétement riemannien
par un espace hyperbolique H”, En utilisant le théoréme 2 il suffit de
démontrer qu’une translation de Clifford d de H" est I'identité. Deux
géodésiques distinetes de " étant divergentes, d conserve chaque géodé-
sique. Chaque point de TI" étant Pintersection de deux géodésiques, d est
Pidentité, ' €.Q.v.D.
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TutoriME 4 — Une variété riemannienne homogéne connexe & courbure
sectionnelle nulle est produit d’un espace euclzdzen et d’un tore localement
euclidien.

Démonstration. — Une telle variété M admet un revétement riemannien
par un espace euclidien R”. En utilisant le théoréme 2 il suffit de démontrer
qu’une translation de Clifford d de R" est une translation au sens ordinaire.
Or deux droites non paralléles de R" étant divergentes, d transforme toute
droite en une droite paralléle. C.Q.F.D.

Nous désignerons par F 'un des trois corps R (réel), C (complexe) ou K
(quatermomen) par F* le groupe multiplicatif des éléments > o de F,
et par F’ le sous-groupe de F* des éléments unitaires de F.
 Tukorime 5. — Soient V un espace vectoriel hermitien & gauche sur F,
k un nombre réel > o, S la sphére ||z || = k"> dans V, et D un sous-groupe
fini de F’ qut opere sur S par multiplication scalaire. S étant muni de la
structure riemannienne évidente, M = S|D est une variété riemannienne
homogéne & courbure sectionnelle constante k et & groupe fondamental D.
Toute variété riemannienne homogéne connexe & courbure sectionnelle cons-
tante positive est Lsométrique d un espace M obtenu de cette facon.

Démonstration. — La premiére partie est une conséquence immédiate
du théoréme 1 et du fait que le groupe unitaire de V est transitif sur S
et centralise D.

Soient M un espace riemannien homogéne connexe de dimension n-—1
4 courbure sectionnelle constante positive k et groupe fondamental D,
V un espace euclidien de dimension n et S la sphére de rayon k='/? dans V.
Il existe un revétement riecmannien p:S -~ M de groupe D. Le groupe
des isométries de S est le groupe orthogonal O(r). Le centralisateur B de D
dans O(n) étant transitif sur S, d’aprés le théoréme 1, il est irréductible
sur V. Il en résulte que le centralisateur F de B dans I’algébre des endo-
morphismes R-linéaires de V est une algébre a division sur R, donc iso-
morphe & R, C ou K, ct V peut étre considéré comme un espace vectoricl
sur F. La démonstration s’achéve de facon évidente. C.Q.F.D.

Observons que si F = C ou K et si le sous-groupe D de F* est contenu
dans un sous-corps F, = R ou C, la variété M de I'énoncé précédent est
la méme, que I'on considére V comme espace vectoricl sur F ou sur F..
Lorsquc F = R ou C les sous- groupes finis de F* sont cycliques, d’ordre 1
ou 2 si F =R, et isomorphes si et seulement s’ils coincident. Les sous-
groupes finis de K* non contenus dans un qou@—corps complexe sont les
groupes diédriques binaires ct polyédriques binaires, images réciproques
des sous-groupes diédriques et polyequues de SO(3) dans le revéte-
ment K’ = Spin (3) - SO(3), isomorphes si et seulement s’ils sont conju-
gués dans K'.

CoroLLAIRE. — Une variété riemannienne homogéne connexe & courbure
sectionnelle constante donnée k > o est déterminée, a4 une isométric prés,
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par sa dimension n—1 et son groupe fondamental D; les seuls cas sont D =1
ou Z,, n=2m et D=17,(¢>2), et n=14m et D= groupe diédrique
binaire ou polyédrique binaire.

3. J'ai pu montrer, par une méthode arlthmemque, que le centrali-
sateur dans O(n) d’un sous-groupe fini de O(n) qui se compose des trans-
lations de Clifford de S** est transitif sur S"!. Le théoréme 5 et son corol-
laire avaient d’abord été obtenus par cette méthode. La méthode plus simple
utilisée iei m’a été suggérée par M. Jacques Tits: Le resultat mentionné

-condult au

Trtortme 6. — Soient N = H*, R" ou S* et D un groupe discret sans
point fize d’isométries de N. La variété riemannienne N|D est homogéne
st et seulement st D se compose de translations de Clifford de N.

" Extrait des Comples rendus des séances de L' Académie des Sciences,
‘ t. 250, p. 3443-3445, séance du 23 mai 1960.
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