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GEOMETRIE ALGEBRIQUE. — Sur les variétés abéliennes a multiplications réelles.
Note (*) de Kenneth Ribet, présentée par Jean-Pierre Serre.

Une conjecture de Tate relie les endomorphismes d’une variété abélienne A sur un corps de nombres avec les
endomorphismes de certains modules galoisiens. On démontre cette conjecture dans le cas ou A est amultiplications
réelles et satisfait 2 unc hypothése de mauvaise réduction. On obtient ainsi des isogénies entre facteurs de jacobiennes
de certaines courbes modulaires sur Q.

Let A be an Abelian variety over a number field. A conjecture of Tate relates the endomorphisms of A with
endomorphisms of certain Galois modules attached to A. We prove this conjecture when A has real multiplication and
satisfies a suitable Bad reduction hypothesis. As an application, we show that the new part 0f Jo(N), when N is a
square-free product of an even number of prime numbers, is isogenous to the Jacobian of a Shimura curve.

1. Soit A une variété abélienne sur un corps de nombres k. Soient k une cloture algébrique
de ket G le groupe de Galois Gal (k/k). Soit [ un nombre premier, et soit V =V, (A)le module
de Tate Q -adique attaché a A. Le groupe G et Ialgebre End A des k-endomorphismes de A
agissent sur V. D’aprés Weil, ’homomorphisme

i: (End,A)® @,— Endg V,

qui provient de I'action de End, A sur l'espace V, est injectif. On conjecture (Tate) qu’il est
bijectif [7].

Considérons maintenant deux hypothéses sur A :

(¢) La variété A est & multiplications réelles, autrement dit I'algebre (End A) ® () contient
une Q-algeébre E, produit de corps de nombres totalement réels, de rang égal a la dimension
de A.

(b) Aucun facteur non nul de A (sur 6) n’a partout bonne réduction.

TutorimMe 1. — Si (a) et (b) sont satisfaites, alors Papplication i est un isomorphisme.

(Autrement dit, la conjecture de Tate est vraie pour toute variét¢ abclienne &
multiplications réelles qui satisfait & une hypothése convenable de mauvaise réduction. Cecia
été démontré par Serre [5] dans le cas ou A est un produit de deux courbes elliptiques, et par
lauteur [4] dans le cas ou E est un corps.)

Démonstration. — Quitte a remplacer k par une extension finie, on peut supposer que les
endomorphismes de A sont définis sur k. Soit S un ensemble fini de places de k contenant les
places & Iinfini et les places en lesquelles A a mauvaise réduction. Pour v ¢S, soit a,eE la
trace (relativement a E) de ’endomorphisme de Frobenius n, de la réduction de A en .
(Pour v}, a, est la trace de 'endomorphisme de V induit par 7, quand on regarde V comme
un E-module libre de rang 2.) Soit F la sous-algébre de E engendrée par les a,; il est facile de
voir, en appliquant le théoréme de Cebotarev, que F est indépendante du choix de S.

LiMME. — Le centre de la Q -algébre End,, V est I'algébre F ® Q,. On a un isomorphisme
(Endg V) ®q, @, ~ (End; E) @, Q.

En particulier, la dimension de End V est indépendante de [.

Démonstration du lemme. — La décomposition de E en produit de corps E, induit une
décomposition de A (a isogénic prés) en produit de variétés abéliennes A, sur k, du type
étudié dans [4], chap. IV, § 3. Comme le théoréme démontré & cet endroit s’applique a
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chaquerA ,, on obtient une description du @,[G]-module V ®q, Q(voir [4],(4.4.4),(4.4.5)
ct (4.4.6)). Le lemme en résulte.

Reprenons maintenant la démonstration du théoréme. On traite d’abord un cas
particulier :

Il existe une place v (non archimédienne) de k en laquelle aucun facteur non nul de A ne
posséde potentiellement bonne réduction.

Soit k, le complété de k en v. On voit facilement (¢f. [4], (3.6.1)) que A devient, sur une
extension finie de k,, une variété abélienne « dégénérante » au sens de Mumford [3] (voir
aussi [4], chap. II1). En remplagant k de nouveau par une extension finie, on se rameéne au cas
ou Aest « dégénérante » sur k,. On va également supposer que [ est égal & p, caractéristique
résiduelle de k. Ceci est permis par le lemme, qui implique que la conjecture de Tate est vraie
pour un ! si ct seulement si elle est vraie pour tout [. :

Soit D @ G un groupe de décomposition en v. Soit Z I’espace vectoriel sur Q not¢t M @ Q@
dans [4], chap. III, § 4. On dispose d’une action fidéle de (End A) ® Q sur Z; cecl, et le fait
que la dimension de Z est égale a la dimension de A, implique que Z est un E-module libre de
rang 1. Le plongement

(End A)® Q@ &End, Z,
se prolonge en un plongement

End, Vo End, (Z® Q,),

tel que (End A) ® (b soit lintersection de Endg, Z avec Endy, V dans Endy (Z® Q,)(voir [4],
(3.4.7)). En regardant ces plongements comme des inclusions, on a :

F®Q, < End; V < End, V < Endy (Z® Q).

Soit C=(End; 7) ® @, le commutant de F ® @, dans Endy (Z ® Q). Comme Z et E sont
F-isomorphes, la dimension de C est celle de End V, grace au lemme. On a alors

C=End; V,
puisque I ® O, est le centre de End; V. A4 fortiori, on a

End, (Z) < End,, VA End, (Z)=(End A) ® Q,

d’ou la conjecture par un argument de dimensions.

Traitons maintenant le cas général. La décomposition A ~TTA, déduite de la
décomposition de E induit en particulier une décomposition V=@V, de V. Il s’agit de
vérifier, pour chaque couple a, B, que I'injection

i,p: Hom(A,, Ay ® Q, - Homg (V,, Vi)

est en fait un isomorphisme. Ici encore, on peut ne faire la vérification que pour un [ bien
choisi; on prend | complétement décomposé dans chacun des E, et tel que A ait bonne
réduction en les places de k divisant [. Fixons o et B, et soit v une place de k ou A, est
potentiellement « dégénérante ». Alors, le @,[G]-module V, se décompose en une somme
directe de modules V, , (selon les places A de E qui divisent [). Chaque V, ; est simple et
ramifié en v [4],(4.3.1),(3.5.2). Si Homg (V,, V) est nul, il n’y a rien a démontrer. Dans le
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cas contraire, 16 G-module V; est ramifi¢ en v. En appliquant le critéere de Ogg-Néron-
Chafarevitch, on voit que Ay est potentiellement « dégénérante » en v. Le cas particulier
s’applique alors au produit A, x A, et on en déduit que i, g est un isomorphisme.

2. Prenons maintenant k=@, et soit N un produit d’un nombre pair de nombres premiers
distincts. Soit J,(N) la jacobicnne de la courbe modulaire X, (N)/Q, et soit A sa partie
primitive [« new part » — définie comme sous-variété ou comme quotient de J o (IN), au gott
du lecteur]. Soit H I’algébre de quaternions sur @ qui est ramifiée en chaque p divisant N et
non ramifiée ailleurs. Soit X/@ la courbe de Shimura attachée 4 un ordre maximal de H, et
soit B la jacobienne de X.

THEOREME 2. — Les variétés A et B sont isogénes sur Q.

Ceci répond-affirmativement a une question de B. Mazur.

Démonstration. — Il est bien connu que A et B sont des variétés abéliennes a
multiplications réelles, les algébres réelles étant des algebres de Hecke convenables. De plus,
on sait que A vérifie la condition (b) du théoréme 1, cf. [2]; elle est potentiellement
« dégénérante » en chaque nombre premier p qui divise N.

LEMME. — Les modules de Tate attachés a A et a B sont Q,[G]-isomorphes.

Démonstration. — Soit V, (resp. V) le module de Tate attaché & A (resp. B). Pour chaque
nombre premier p h I N, soit F,e G un ¢lément de Frobenius en p. La formule de Eichler-
Shimura montre que la trace de 'automorphisme induit par F, sur le @,-module V, coincide
avec la trace de 'opérateur de Hecke T, agissant sur I'espace des formes primitives de poids 2
sur T’y (N). Or, il est bien connu que cette derniére trace est égale a la trace de l’opérateur de
Hecke T, agissant sur I’espace des formes automorphes de poids 2 sur I', le groupe des
éléments de norme réduite 1 dans un ordre maximal de H. (L’égalité en question est une
conséquence facile du théoréme 4.1 de [6].) De la formule de Eichler-Shimura, et du
théoréme de Cebotarev, on déduit que les représentations V, et Vy ont méme caractére.
Comme V, est semi-simple, le lemme en résulte.

En appliquant le lemme pour un [ bien choisi, on voit comme ci-dessus que B est
potentiellement « dégénérante » en chaque p qui divise N. (Ceci est précisé par un théoreme
de Cerednik [1], qui décrit X sur @, comme une courbe « dégénérante ».) En particulier,
B vérifie (b). Le théoréme 1 implique donc la conjecture de Tate pour la variété A x B. Le
théoréme 2 résulte maintenant du lemme, par un argument facile ([8], p. 139).

(*) Remise le 7 juillet 1980.
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