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Capítulo 1
Introdu

ión
La teoría de arreglos de hiperplanos debe sus orígenes a antiguos problemas 
omo elsiguiente: ¾Cuál es el máximo número de pedazos en los que es posible dividir un quesousando n 
ortes re
tos? Sin embargo, sólo desde la segunda mitad del siglo XX empezóa surgir 
omo una teoría general. Por esta épo
a se desarrollaron varios resultados, 
omoel teorema de Zaslavsky, que le dieron importan
ia e unidad.Aunque los arreglos de hiperplanos pueden ser de�nidos de manera sen
illa, estos
onllevan a bellos y profundos resultados. En su estudio se rela
ionan distintas ramasde la matemáti
a, 
omo lo son la 
ombinatoria, el álgebra, la topología y la geometríaalgebrai
a; y se vislumbran interesantes rela
iones entre di
has dis
iplinas. El arreglode Shi es un arreglo de hiperplanos que ha mostrado tener asombrosas propiedades
ombinatorias. Fue 
onsiderado primero por Shi en su investiga
ión de los grupos a�nesde Weyl, donde lo estudió usando té
ni
as de la teoría 
ombinatoria de grupos. El arreglode Shi ha 
ontinuado apare
iendo en el 
ontexto de los grupos a�nes de Weyl, y ademásse ha 
onvertido en un objeto de gran interés para la 
ombinatoria. Son estas algunasde las razones que motivan este estudio.Este trabajo tiene tres objetivos bien de�nidos. Primero, pretende mostrar y probaralgunos importantes resultados, tanto antiguos 
omo modernos, de la teoría de arreglosde hiperplanos. También bus
a ilustrar 
ómo estos métodos, y algunos de la 
ombinatoriaenumerativa, pueden ser apli
ados al arreglo de Shi. Finalmente, intenta mostrar nuevosavan
es desarrollados por el autor en la 
omprensión de los aspe
tos 
ombinatorios deeste arreglo.El trabajo se organiza de la siguiente manera: el 
apítulo 2 presenta los fundamentossobre los que se desarrolla el trabajo. Se asumen algunos 
ono
imientos bási
os de álgebralineal y teoría de 
ampos.En el ter
er 
apítulo se prueban dos bellos teoremas que son ejemplo de la rela
ión



�1.0 2entre los arreglos de hiperplanos y la 
ombinatoria. El moderno método de 
ampos �nitoses uno de ellos, y ha probado ser de gran utilidad en la prueba de distintos resultados.También se presenta el teorema de Zaslavsky, uno de los primeros grandes teoremas enla teoría de arreglos de hiperplanos. Finalmente se desarrolla una apli
a
ión a la teoríade grafos, en la que se ve la interesante rela
ión entre los arreglos de hiperplanos y otrasáreas de la matemáti
a.El 
uarto 
apítulo presenta 
ómo los teoremas anteriores y la 
ombinatoria enume-rativa pueden ser apli
ados a problemas sobre el arreglo de Shi. En parti
ular, se exhibeuna biye

ión entre las regiones de este arreglo y las fun
iones de parqueo, la 
ual permite
al
ular fá
ilmente el número de estas regiones.En el 
apítulo 5 se presentan algunos nuevos avan
es que revelan un po
o la estru
tu-ra de la biye

ión anteriormente des
rita. Se extiende di
ha biye

ión a todas las 
arasdel arreglo de Shi, y se muestran algunos sorprendentes resultados que permiten unamejor 
omprensión de la geometría y la 
ombinatoria del arreglo de Shi.Finalmente, en el sexto 
apítulo se dis
uten algunas 
on
lusiones y perspe
tivas quese desprenden de este trabajo.



Capítulo 2
Preliminares
En este 
apítulo se presentan los 
on
eptos bási
os sobre los que se fundamenta el traba-jo. En la primera parte se de�nen los arreglos de hiperplanos y otras no
iones rela
iona-das. La segunda parte se 
entra en de�nir el orden par
ial de interse

iones y demostraralgunas de sus propiedades. Finalmente, en la ter
era parte se desarrolla brevemente lateoría de álgebras de in
iden
ia, y se introdu
en los polinomios 
ara
terísti
os.2.1. Arreglos de hiperplanosSea K un 
ampo, y sea V ∼= Kn un espa
io ve
torial sobre K de dimensión n. Unhiperplano lineal en V es un subespa
io H de V de la forma

H = {v ∈ V | α · v = 0} ,donde α es un ve
tor �jo de V distinto de 
ero, y α · v denota el produ
to punto usual:
(α1, α2, . . . , αn) · (v1, v2, . . . , vn) =

n
∑

i=1

αivi.En otras palabras, un hiperplano lineal es el kernel de una apli
a
ión lineal no nula
f : V → K. Sin embargo, vale la pena tener presente la siguiente 
ara
teriza
ión.Proposi
ión 2.1.1. H es un hiperplano lineal en V ∼= Kn si y solo si H es un subespa
io
n − 1 dimensional de V .Demostra
ión. Si H es un hiperplano lineal en V enton
es H es el kernel de una apli
a-
ión lineal no nula f : V → K. Por lo tanto V/H ∼= K, luego dim(V/H) = 1. Enton
es
H es un subespa
io n − 1 dimensional de V .



�2.2 4Por otro lado, si H es un subespa
io n − 1 dimensional de V enton
es existe v ∈ Vtal que V = gen〈H, v〉. Luego todo elemento de V se puede es
ribir de manera úni
a
omo la suma de un elemento de H y un múltiplo es
alar de v. Por lo tanto la apli
a
iónlineal f : V → K dada por
f(h + λv) = λ, donde h ∈ H y λ ∈ K,está bien de�nida, y tiene 
omo kernel al subespa
io H. Enton
es H es un hiperplanolineal en V .Un hiperplano (afín) en V es la trasla
ión J de un hiperplano lineal en V , es de
ir,

J = {v ∈ V | α · v = a} ,donde de nuevo α es un ve
tor �jo de V distinto de 
ero (diremos que α es un ve
tornormal al hiperplano J), y a ∈ K. En general, diremos que L es un subespa
io afín de
V si L es la trasla
ión de un subespa
io W de V . En este 
aso, la dimensión dim(L) de
L se de�ne 
omo la dimensión de W .Un arreglo de hiperplanos (�nito) en V es un 
onjunto �nito A de hiperplanos en
V . La dimensión dim(A) de A se de�ne 
omo la dimensión de V , mientras que el ran-go rango(A) de A se de�ne 
omo la dimensión del subespa
io de V generado por lasnormales a los hiperplanos en A.Tomemos ahora K = R y V = Rn, y sea A un arreglo de hiperplanos en V . Unaregión de A es una 
omponente 
onexa del 
omplemento X de los hiperplanos en A:

X = Rn −
⋃

H∈A

H.Llamaremos R(A) al 
onjunto de todas las regiones de A, y
r(A) =

∣

∣R(A)
∣

∣al número de regiones de A. Si W es el subespa
io de V generado por las normales a loshiperplanos en A, diremos que una región R ∈ R(A) es relativamente a
otada 
uando
R∩W es a
otado. Llamaremos b(A) al número de regiones de A relativamente a
otadas.Ejemplo 2.1.2. Tomemos K = R, y 
onsideremos el arreglo A de hiperplanos en R2que 
onsiste de las m re
tas de�nidas por x = a1, x = a2, . . . , x = am (las 
oordenadasen R2 son x y y), donde a1 < a2 < · · · < am son m números reales. El subespa
io Wde R2 generado por las normales a los hiperplanos en A es el eje x. Luego dim(A) = 2y rango(A) = 1. Las regiones relativamente a
otadas de A son las regiones de�nidaspor ai < x < ai+1, 
on 1 ≤ i ≤ m − 1. Hay dos regiones más en R(A) que no sonrelativamente a
otadas, estas están de�nidas por x < a1 y por x > am. Por lo tanto
r(A) = m + 1 y b(A) = m − 1.



�2.2 52.2. El orden par
ial de interse

ionesUn 
onjunto par
ialmente ordenado u orden par
ial es un 
onjunto P junto 
on unarela
ión binaria ≤ que satisfa
e las siguientes tres propiedades:1. (Re�exividad) Para todo x ∈ P , se tiene que x ≤ x.2. (Antisimetría) Para todo x, y ∈ P , si x ≤ y y y ≤ x enton
es x = y.3. (Transitividad) Para todo x, y, z ∈ P , si x ≤ y y y ≤ z enton
es x ≤ z.Usaremos las abrevia
iones 
omunes, por ejemplo x < y 
uando x ≤ y y x 6= y, o y ≥ x
uando x ≤ y. Si x ≤ y en P enton
es el intervalo (
errado) [x, y] de P se de�ne 
omo
[x, y] = {z ∈ P | x ≤ z ≤ y} .Un elemento x ∈ P es un elemento minimal (resp. maximal) de P si no existe y ∈ P talque y < x (resp. y > x).De�ni
ión 2.2.1. Sea A un arreglo de hiperplanos en V . El orden par
ial de interse
-
iones de A, denotado por L(A), es el 
onjunto de todas las posibles interse

iones nova
ías entre hiperplanos en A (in
luyendo a V 
omo la interse

ión sobre el 
onjuntova
ío), 
on el orden de�nido por x ≤ y en L(A) si x ⊇ y (
omo sub
onjuntos de V ).Nótese que todos los elementos de L(A) son subespa
ios a�nes de V . Además elelemento V ∈ L(A) es mínimo en el orden, es de
ir, para todo x ∈ L(A) se tiene que

V ≤ x.Si x y y son elementos de un orden par
ial P , diremos que y 
ubre a x, y lo deno-taremos x ⋖ y, si x < y y no existe z ∈ P tal que x < z < y. El diagrama (de Hasse)de un orden par
ial �nito P se obtiene dibujando los elementos de P 
omo puntos, 
on
x mas abajo que y si x < y, y dibujando una arista entre x y y si x ⋖ y. La Figura 2.1muestra algunos ejemplos de arreglos de hiperplanos en R2 junto 
on el diagrama de suorden par
ial de interse

iones.Una 
adena de longitud k en un orden par
ial P es un 
onjunto x0 < x1 < · · · < xk deelementos de P . Diremos que el orden par
ial P es graduado de rango n si toda 
adenamaximal en P tiene longitud n. En este 
aso existe una fun
ión rango rg : P → Nde�nida por:

rg(x) = 0 si x es un elemento minimal de P .
rg(y) = rg(x) + 1 si x ⋖ y en P .
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Figura 2.1: Arreglos de hiperplanos en R2 y su orden par
ial de interse

ionesTeorema 2.2.2. Sea A un arreglo de hiperplanos en un espa
io ve
torial V ∼= Kn.Enton
es el orden par
ial de interse

iones L(A) es graduado de rango igual a rango(A).La fun
ión rango de L(A) está dada por
rg(x) = codim(x) = n − dim(x),donde dim(x) es la dimensión de x 
omo subespa
io afín de V .Demostra
ión. Como L(A) tiene un úni
o elemento minimal V , enton
es toda 
adenamaximal en L(A) es de la forma V = x0 ⋖ x1 ⋖ x2 ⋖ · · · ⋖ xk, donde xk es un elementomaximal de L(A). Luego basta probar que:(a) Si x ⋖ y en L(A) enton
es dim(x) − dim(y) = 1.(b) Todos los elementos maximales de L(A) tienen dimensión n − rango(A).Para probar (a), supongamos que x es un subespa
io afín de V y que H es unhiperplano en V tal que H ∩ x 6= ∅. Tomemos v ∈ H ∩ x. Enton
es H ′ = H − v es unhiperplano lineal en V , por lo que H ′ es el kernel de una apli
a
ión lineal f : V → K.Si x′ = x − v enton
es x′ es un subespa
io de V . Luego la restri

ión f ↾x′ : x′ → K de

f a x′ es una apli
a
ión lineal 
on kernel H ′ ∩ x′. Por lo tanto, si f ↾x′ es idénti
amentenula enton
es H ′ ∩ x′ = x′, de donde H ∩ x = x. Si no, H ′ ∩ x′ es un hiperplano en x′,por lo que dim(H ′ ∩ x′) = dim(x′) − 1. Pero H ′ ∩ x′ = (H ∩ x) − v, luego
dim(H ∩ x) = dim(H ′ ∩ x′) = dim(x′) − 1 = dim(x) − 1.



�2.3 7Resumiendo, tenemos que si x es un subespa
io afín de V , y H es un hiperplano en Vtal que H ∩ x 6= ∅ enton
es H ∩ x = x o dim(H ∩ x) = dim(x) − 1.Ahora, si x ⋖ y en L(A) enton
es y = H1 ∩ H2 ∩ · · · ∩ Hd ∩ x, donde los Hi sonhiperplanos de A y d ≥ 1. Como y es un sub
onjunto propio de x enton
es existe algún
Hj (1 ≤ j ≤ d) tal que z = Hj ∩x es un sub
onjunto propio de x. Luego por lo probadoanteriormente tenemos que dim(z) = dim(x) − 1. Además x < z ≤ y en L(A), lo queimpli
a que z = y. Por lo tanto dim(y) = dim(x) − 1, 
on lo que 
on
luye la prueba de(a).Para probar (b), supongamos que x ∈ L(A) tiene la mayor 
odimensión entre todoslos elementos de L(A), y llamemos d = codim(x). Enton
es x es la interse

ión de dhiperplanos en A linealmente independientes (es de
ir, 
uyas normales son linealmenteindependientes), digamos x = H1 ∩ H2 ∩ · · · ∩ Hd. Tomemos y ∈ L(A) tal que e =

codim(y) < d. Enton
es y es la interse

ión de e hiperplanos en A, por lo que existealgún Hj (1 ≤ j ≤ d) que es linealmente independiente de estos. Luego y ∩ Hj 6= ∅ esun elemento de L(A) mayor que y. Por lo tanto y no es un elemento maximal de L(A),lo que prueba (b).2.3. El polinomio 
ara
terísti
oUn orden par
ial P es lo
almente �nito si todo intervalo [x, y] de P es �nito. Denotaremospor Int(P ) al 
onjunto de todos los intervalos (
errados) de P . Simpli�
ando la nota
ión,para 
ualquier fun
ión f : Int(P ) → Z es
ribiremos f(x, y) en vez de f([x, y]).De�ni
ión 2.3.1. Sea P un orden par
ial lo
almente �nito. La fun
ión µ = µP :

Int(P ) → Z, llamada la fun
ión de Möbius de P , se de�ne re
ursivamente de la siguientemanera:
µ(x, x) = 1, para todo x ∈ P

µ(x, y) = −
∑

x≤z<y

µ(x, z), para todo x < y en P.Nótese que esta última 
ondi
ión es equivalente a
∑

x≤z≤y

µ(x, z) = 0, para todo x < y en P.Una de las prin
ipales razones a las que se debe la importan
ia de la fun
ión de Mö-bius es la fórmula de inversión de Möbius. Aunque esta puede ser demostrada de manerasen
illa, para probarla desarrollaremos un po
o la teoría de álgebras de in
iden
ia, loque propor
iona una mejor 
omprensión de este resultado.



�2.3 8Si P es un orden par
ial lo
almente �nito, llamaremos I(P ) = I(P, K) al espa
iove
torial de todas las fun
iones f : Int(P ) → K. De nuevo para simpli�
ar la nota
ión, si
f ∈ I(P ) es
ribiremos f(x, y) en vez de f([x, y]). Podemos 
onsiderar de manera naturala la fun
ión µ = µP 
omo un elemento de I(P ). Ahora, para f, g ∈ I(P ) de�namos elprodu
to (o 
onvolu
ión) fg ∈ I(P ) de la siguiente manera:

fg(x, y) =
∑

x≤z≤y

f(x, z) g(z, y).Es fá
il ver que este produ
to ha
e de I(P ) un álgebra aso
iativa, 
on identidad multi-pli
ativa δ ∈ I(P ) (llamada la fun
ión δ de Krone
ker) de�nida por
δ(x, y) =







1, si x = y

0, si x < y.Proposi
ión 2.3.2. Sea f ∈ I(P ). Enton
es las siguientes 
ondi
iones son equivalentes:(a) f tiene inverso por la dere
ha.(b) f tiene inverso por la izquierda.(
) f es invertible (es de
ir, f tiene un inverso por ambos lados).(d) f(x, x) 6= 0 para todo x ∈ P .Demostra
ión. Supongamos que f tiene inverso por la dere
ha, es de
ir, existe g ∈ I(P )tal que fg = δ en I(P ). Esto es equivalente a
f(x, x) g(x, x) = 1, para todo x ∈ P,y

g(x, y) = −f(x, x)−1
∑

x<z≤y

f(x, z) g(z, y), para todo x < y en P.Luego f tiene inverso por la dere
ha si y solo si f(x, x) 6= 0 para todo x ∈ P . De lamisma forma podemos ver que f tiene inverso por la izquierda si y solo si f(x, x) 6= 0para todo x ∈ P , y por lo tanto, si y solo si f tiene inverso por la dere
ha. Pero si ftiene inverso por la izquierda y por la dere
ha enton
es estos deben ser iguales, por loque f es invertible.La fun
ión zita ζ ∈ I(P ) se de�ne 
omo ζ(x, y) = 1 para todo x ≤ y en P . Enton
esla de�ni
ión de la fun
ión µ (De�ni
ión 2.3.1) expresa simplemente la rela
ión µζ = δ en
I(P ). Luego por la proposi
ión anterior, esto impli
a que ζ es invertible y que ζ−1 = µen I(P ).Habiendo he
ho estas 
onsidera
iones, ahora sí probaremos el siguiente teorema.



�2.3 9Teorema 2.3.3 (Fórmula de inversión de Möbius). Sea P un orden par
ial �nito 
onfun
ión de Möbius µ, y sean f, g : P → K. Enton
es las siguientes 
ondi
iones sonequivalentes:
(i) f(x) =

∑

y≥x

g(y), para todo x ∈ P.

(ii) g(x) =
∑

y≥x

µ(x, y) f(y), para todo x ∈ P.Demostra
ión. El 
onjunto KP de todas las fun
iones h : P → K forma un espa
iove
torial sobre el que I(P ) a
túa (por la izquierda) 
omo un álgebra de transforma
ioneslineales de la siguiente manera:
(γh)(x) =

∑

y≥x

γ(x, y)h(y),donde h ∈ KP y γ ∈ I(P ). Como ζ−1 = µ en I(P ) enton
es
f = ζg ⇐⇒ µf = g,que es pre
isamente la fórmula de inversión de Möbius.Re
ordemos que si A es un arreglo de hiperplanos en V enton
es el elemento V ∈

L(A) es mínimo en L(A). En general, si P es un orden par
ial 
on elemento mínimo, aeste lo denotaremos por 0̂ = 0̂P . En este 
aso es
ribiremos µ(x) en vez de µ(0̂, x).De�ni
ión 2.3.4. Sea A un arreglo de hiperplanos en V ∼= Kn. El polinomio 
ara
te-rísti
o χA(t) ∈ Z[t] de A se de�ne 
omo
χA(t) =

∑

x∈L(A)

µ(x) tdim(x).Nótese que el polinomio 
ara
terísti
o de A es siempre de la forma
χA(t) = tn − |A| tn−1 + · · · .Ejemplo 2.3.5. Tomemos K = R, y 
onsideremos el arreglo A de hiperplanos en R2
onsistente de las 
uatro re
tas de�nidas por:

y = 0, x − y = 0, x + y = 0, y = 1;donde las 
oordenadas de R2 son x y y.La Figura 2.2 muestra el arreglo A y su orden par
ial de interse

iones L(A). Además,junto a 
ada elemento x de su orden par
ial de interse

iones se ha puesto el valor de lafun
ión µ(x).
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1

−1 −1 −1 −1

2 1 1

Figura 2.2: Arreglo A, junto 
on L(A) y su fun
ión µEl polinomio 
ara
terísti
o de A es enton
es
χA(t) = t2 − 4t + 4 = (t − 2)2.



Capítulo 3
El polinomio 
ara
terísti
o y elnúmero de regiones
En este 
apítulo se exploran de una manera más profunda las propiedades del ordenpar
ial de interse

iones y el polinomio 
ara
terísti
o de un arreglo de hiperplanos en
Rn, y se rela
ionan 
on el número de regiones de este. En parti
ular, se exponen dosgrandes resultados: el método de 
ampos �nitos y el teorema de Zaslavsky.El método de 
ampos �nitos es un sorprendente método que permite trasladar elproblema del 
ál
ulo de un polinomio 
ara
terísti
o a un problema de enumera
ión�nita. Este método se presenta en la primera parte del 
apítulo. El resultado prin
ipalestaba ya implí
ito en el trabajo de Crapo y Rota [6℄, pero fue desarrollado por primeravez 
omo una herramienta sistemáti
a en 1996 por Athanasiadis [1℄ [2℄. Blass y Sagantambién presentaron una té
ni
a pare
ida pero no tan general [4℄.En la segunda parte se expone un bello teorema que rela
iona el polinomio 
ara
-terísti
o de un arreglo de hiperplanos en Rn 
on su número de regiones. Es uno de losprimeros grandes resultados en la teoría de arreglos de hiperplanos, y se debe a Zaslavskyen 1975 [14℄.3.1. El método de 
ampos �nitosTomemos K = R, y sea J un hiperplano en Rn de la forma

J = {~x ∈ Rn | α · ~x = a} ,donde α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Qn es distinto de 
ero, y a ∈ Q. En este 
aso, diremosque J es un Q-hiperplano. Multipli
ando por un entero ade
uado, podemos suponer que
α ∈ Zn y que 0 ≤ a ∈ Z. Además, podemos dividir entre el máximo 
omún divisor
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mcd(α1, α2, . . . , αn, a), así que es válido asumir que mcd(α1, α2, . . . , αn, a) = 1. He
hasestas 
onsidera
iones, a la e
ua
ión α · ~x = a la llamaremos e
ua
ión prin
ipal de J .Claramente existen unos úni
os α ∈ Zn y a ∈ Z que 
umplen estas 
ondi
iones, por loque 
ada Q-hiperplano en Rn tiene aso
iada una úni
a e
ua
ión prin
ipal.Ahora, sea A = {H1, H2, . . . , Hk} un arreglo de Q-hiperplanos en Rn. Supongamosque para todo i la e
ua
ión prin
ipal de Hi es αi · ~x = ai, donde αi ∈ Zn y ai ∈ Z.Para todo primo p denotaremos por Fp al 
ampo de p elementos. Podemos 
onsiderarlas 
oordenadas de αi módulo p y así obtener (αi)p ∈ (Fp)

n, y también ai módulo p paraobtener (ai)p ∈ Fp. Luego, si p es tal que (αi)p 6= 0 para todo i enton
es llamaremos Apal arreglo de hiperplanos en (Fp)
n 
onsistente de los hiperplanos

(Hi)p =
{

~x ∈ (Fp)
n | (αi)p · ~x = (ai)p

}

,
on 1 ≤ i ≤ k. En este 
aso, diremos que el arreglo A es redu
ible módulo p. Además,diremos que el arreglo A tiene buena redu

ión módulo p si L(A) ∼= L(Ap).Ejemplo 3.1.1. Sea A el arreglo de hiperplanos en R1 = R 
onsistente de los puntos
−1

2 , 0 y 6. Claramente estos puntos son Q-hiperplanos en R. Las e
ua
iones prin
ipalesde estos son
−2x = 1, x = 0, x = 6;respe
tivamente. Luego A es redu
ible módulo p si y solo si p 6= 2. Además, A tiene buenaredu

ión módulo p si y solo si los tres hiperplanos siguen siendo distintos después de laredu

ión, es de
ir, si y solo si −2−1, 0 y 6 son distintos módulo p. Por lo tanto A tieneuna buena redu

ión módulo p 
uando p es distinto de 2, 3 y 11.Teorema 3.1.2. Sea A un arreglo de Q-hiperplanos en Rn. Enton
es A tiene buenaredu

ión módulo p para todos ex
epto �nitos primos.Demostra
ión. Supongamos que A = {H1, H2, . . . , Hm} y que para todo i la e
ua
iónprin
ipal de Hi es αi · ~x = ai. Claramente existen �nitos primos p para los que A no esredu
ible módulo p. Sea p un primo tal que A es redu
ible módulo p, y llamemos rg ala fun
ión rango de L(A) y rgp a la fun
ión rango de L(Ap).Mostraremos primero que L(A) ∼= L(Ap) si para todo S ⊆ {1, 2, . . . , m} se tiene que

⋂

i∈S

Hi 6= ∅ ⇐⇒
⋂

i∈S

(Hi)p 6= ∅ (3.1)y
⋂

i∈S

Hi 6= ∅ =⇒ rg

(

⋂

i∈S

Hi

)

= rgp

(

⋂

i∈S

(Hi)p

)

. (3.2)



�3.1 13Supongamos que para todo S ⊆ {1, 2, . . . , m} se tiene (3.1) y (3.2), y de�namos lafun
ión F : L(A) → L(Ap) 
omo
F

(

⋂

i∈S

Hi

)

=
⋂

i∈S

(Hi)p.

F está bien de�nida, ya que si
x =

⋂

i∈S

Hi 6= ∅enton
es por (3.1) tenemos que
⋂

i∈S

(Hi)p 6= ∅,y además, si
x =

⋂

i∈S′

Hipara algún otro S′ ⊆ {1, 2, . . . , m} enton
es
x =

⋂

i∈S∪S′

Hi,por lo que
rg

(

⋂

i∈S

Hi

)

= rg

(

⋂

i∈S∪S′

Hi

)

= rg

(

⋂

i∈S′

Hi

)y enton
es por (3.2)
rgp

(

⋂

i∈S

(Hi)p

)

= rgp

(

⋂

i∈S∪S′

(Hi)p

)

= rgp

(

⋂

i∈S′

(Hi)p

)

,lo que impli
a que
⋂

i∈S

(Hi)p =
⋂

i∈S∪S′

(Hi)p =
⋂

i∈S′

(Hi)p.Por la 
ondi
ión (3.1) F es sobreye
tiva. Además F es inye
tiva, ya que si
y =

⋂

i∈S

(Hi)p =
⋂

i∈S′

(Hi)p 6= ∅para S, S′ ⊆ {1, 2, . . .m} enton
es
y =

⋂

i∈S∪S′

(Hi)p,lo que impli
a que
rgp

(

⋂

i∈S

(Hi)p

)

= rgp

(

⋂

i∈S∪S′

(Hi)p

)

= rgp

(

⋂

i∈S′

(Hi)p

)



�3.1 14y enton
es por (3.2)
rg

(

⋂

i∈S

Hi

)

= rg

(

⋂

i∈S∪S′

Hi

)

= rg

(

⋂

i∈S′

Hi

)

,por lo que
⋂

i∈S

Hi =
⋂

i∈S∪S′

Hi =
⋂

i∈S′

Hi.Finalmente es 
laro que F respeta el orden, por lo que F es un isomor�smo entre L(A)y L(Ap).Por otra parte, supongamos que J1, J2, . . . , Jk son hiperplanos en un espa
io ve
torial
V ∼= Kn, y digamos que Ji es el 
onjunto solu
ión de la e
ua
ión βi·~x = bi, donde βi ∈ Kny bi ∈ K. Enton
es J1 ∩ J2 ∩ · · · ∩ Jk 6= ∅ si y solo si existe v ∈ V tal que βi · v = bi paratodo i. Luego, 
onsiderando los βi 
omo ve
tores �la, J1 ∩ J2 ∩ · · · ∩ Jk 6= ∅ si y solo si













b1

b2...
bk













∈ Im













β1

β2...
βk













,o lo que es lo mismo,
rango













β1 b1

β2 b2... ...
βk bk













= rango













β1

β2...
βk













.Además en este 
aso se tiene que
codim(J1 ∩ J2 ∩ · · · ∩ Jk) = rango













β1

β2...
βk













.Ahora, si S = {i1, i2, . . . , ir} ⊆ {1, 2, . . . , m} es no va
ío, llamemos
MS =













αi1

αi2...
αir













, NS =













αi1 ai1

αi2 ai2... ...
αir air













;
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(MS)p =













(αi1)p

(αi2)p...
(αir)p













, (NS)p =













(αi1)p (ai1)p

(αi2)p (ai2)p... ...
(αir)p (air)p













.Luego por lo probado anteriormente y en vista del Teorema 2.2.2, tenemos que paratodo S ⊆ {1, 2, . . . , m} se 
umple (3.1) y (3.2) si, para todo S ⊆ {1, 2, . . . , m} no va
íose tienen las e
ua
iones
rangoRn

(

MS

)

= rango(Fp)n

(

(MS)p

) (3.3a)y
rangoRn

(

NS

)

= rango(Fp)n

(

(NS)p

)

. (3.3b)Pero sabemos que el rango de una matriz A es mayor o igual que t si y solo si A tieneuna submatriz B de tamaño t × t 
on det(B) 6= 0. Enton
es las e
ua
iones (3.3) no se
umplen si y solo si existe una matriz A = MS o A = NS para algún S ⊆ {1, 2, . . . , m}tal que todas sus submatri
es de tamaño rango(A)×rango(A) 
on determinante distintode 
ero (hay por lo menos una de estas submatri
es) tienen determinante múltiplo de p.Pero 
laramente esto puede pasar sólo para �nitos primos p, ya que p debe ser un divisordel determinante (distinto de 
ero) de una submatriz de alguna matriz MS o NS , de lasque solo hay �nitas.Por lo tanto, las e
ua
iones (3.3) se tienen para todos ex
epto �nitos primos p. Luego
L(A) ∼= L(Ap) para todos ex
epto �nitos primos p, 
on lo que 
on
luye la prueba.Este teorema junto 
on el siguiente forman una herramienta bastante útil para 
al-
ular polinomios 
ara
terísti
os.Teorema 3.1.3 (Método de 
ampos �nitos). Sea A un arreglo de Q-hiperplanos en Rn,y sea p un primo tal que A tiene buena redu

ión módulo p. Enton
es

χA(p) =

∣

∣

∣

∣

∣

(Fp)
n −

⋃

H∈Ap

H

∣

∣

∣

∣

∣

= pn −

∣

∣

∣

∣

∣

⋃

H∈Ap

H

∣

∣

∣

∣

∣

.Demostra
ión. Nótese que si x ∈ L(Ap) enton
es, 
omo x es un subespa
io afín de (Fp)
n,



�3.1 16se tiene que |x| = pdim(x). Ahora, de�namos las fun
iones f, g : L(Ap) → Z 
omo
f(x) = |x|

g(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

x −
⋃

y>x

y

∣

∣

∣

∣

∣

.En parti
ular,
g
(

0̂
)

= g
(

(Fp)
n
)

=

∣

∣

∣

∣

∣

(Fp)
n −

⋃

H∈Ap

H

∣

∣

∣

∣

∣

.Además, 
laramente se tiene que
f(x) =

∑

y≥x

g(y).Si denotamos por µ a la fun
ión de Möbius de L(Ap) enton
es por la fórmula de inversiónde Möbius (Teorema 2.3.3) tenemos que
g(x) =

∑

y≥x

µ(x, y) f(y)

=
∑

y≥x

µ(x, y) pdim(y).Reemplazando x = 0̂ obtenemos
g(0̂) =

∑

y∈L(Ap)

µ(y) pdim(y) = χA(p).Esta última igualdad se debe a que L(A) ∼= L(Ap) y a que dim(A) = dim(Ap).A 
ontinua
ión trataremos de ilustrar la gran utilidad de este método.Ejemplo 3.1.4. Consideremos el arreglo en Rn

Hn : xi = 0 (1 ≤ i ≤ n).Sea p un primo tal que Hn tiene buena redu

ión módulo p. Enton
es por el método de
ampos �nitos tenemos que
χHn

(p) =

∣

∣

∣

∣

∣

(Fp)
n −

⋃

H∈(Hn)p

H

∣

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

{

(x1, x2, . . . , xn) ∈ (Fp)
n | xi 6= 0 para todo 1 ≤ i ≤ n

}

∣

∣

∣

= (p − 1)n.Como esta igualdad se tiene para in�nitos primos p (Teorema 3.1.2), enton
es ambospolinomios deben ser iguales, es de
ir,
χHn

(t) = (t − 1)n.



�3.1 17Nótese que de esta manera podemos 
al
ular polinomios 
ara
terísti
os sin tener quedes
ribir el orden par
ial de interse

iones ni su fun
ión de Möbius.Existe una gran 
antidad de apli
a
iones interesantes del método de 
ampos �nitos.El siguiente ejemplo muestra una de ellas.Ejemplo 3.1.5. Un grafo (�nito) G = (V, E) esta 
ompuesto de un 
onjunto �nito
V de vérti
es y un 
onjunto E de aristas, donde E ⊆ [V ]2. Diremos que dos vérti
esson adya
entes si pertene
en a una misma arista. Claramente la estru
tura del grafo nodepende del 
onjunto V sino de las aristas entre los vérti
es, así que podemos suponerque V = {1, 2, . . . , n} para algún n.Dado un grafo G = (V, E), diremos que una fun
ión κ : V → Z+ es una 
olora
iónpropia de G si se 
umple que κ(u) 6= κ(v) para 
ada par de vérti
es adya
entes u, v. Si
q ∈ Z+, denotaremos por χG(q) al número de 
olora
iones propias κ : V → {1, 2, . . . , q}de G.Es fá
il ver que χG(q) resulta ser en realidad un polinomio en q, por lo que se llamael polinomio 
romáti
o de G. Para esto, llamemos ei = ei(G) al número de 
olora
ionespropias sobreye
tivas κ : V → {1, 2, . . . , i}. Enton
es podemos es
oger una 
olora
iónpropia κ : V → {1, 2, . . . , q} primero es
ogiendo el tamaño i =

∣

∣κ(V )
∣

∣ de su imagen,luego es
ogiendo los elementos de κ(V ) de (qi) formas, y �nalmente es
ogiendo κ de eiformas. Por lo tanto
χG(q) =

n
∑

i=1

ei

(

q

i

)

.Como (qi) = q(q − 1) · · · (q − i + 1)/i! es un polinomio en q, enton
es χG(q) también loes. Luego es
ribiremos χG(t), 
on t una indeterminada.Ahora, si G = (V, E) es un grafo 
on vérti
es V = {1, 2, . . . , n}, de�namos el arreglode hiperplanos en Rn

AG : xi − xj = 0 si {i, j} ∈ E.Existen varias rela
iones entre el grafo G y su arreglo de hiperplanos AG, tales 
omo lasiguiente. Sea p un primo tal que AG tiene buena redu

ión módulo p. Enton
es por elmétodo de 
ampos �nitos
χAG

(p) =

∣

∣

∣

∣

∣

(Fp)
n −

⋃

H∈(AG)p

H

∣

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

{

(x1, x2, . . . , xn) ∈ (Fp)
n | xi 6= xj si {i, j} ∈ E

}

∣

∣

∣

= χG(p).



�3.2 18Por el Teorema 3.1.2 esta igualdad se tiene para in�nitos primos, por lo que ambospolinomios deben ser iguales. Es de
ir,
χG(t) = χAG

(t).Enton
es, 
omo 
orolario, tenemos que el polinomio 
romáti
o de G tiene 
oe�
ientesenteros y es de la forma
χG(t) = tn − |E| tn−1 + · · · .3.2. El teorema de ZaslavskySea A un arreglo de hiperplanos en Rn, y sea H un hiperplano en A. Podemos ver a

Rn−1 
omo sub
onjunto de Rn mediante la in
lusión 
anóni
a i : Rn−1 → Rn de�nida por
i(x1, x2, . . . , xn−1) = (x1, x2, . . . , xn−1, 0). Así que podemos suponer que H = Rn−1 ⊆

Rn. Al arreglo de hiperplanos A − {H} en Rn, o simplemente A − H, lo llamaremos laelimina
ión de H del arreglo A. Por otra parte, al 
omienzo de la prueba del Teorema2.2.2 mostramos que si J es un hiperplano en Rn distinto de H tal que J ∩ H 6= ∅enton
es J ∩ H es un hiperplano en H. Luego A/H = {J ∩ H 6= ∅ | J ∈ A − H} es unarreglo de hiperplanos en H = Rn−1, al que llamaremos la restri

ión de A a H. En laFigura 3.1 se muestra un ejemplo de un arreglo A en R2 y un hiperplano H ∈ A. Allado se exhibe la elimina
ión de H, y abajo la restri

ión a H.

A/H

H

A A−H

Figura 3.1: Ejemplo de elimina
ión y de restri

iónAhora estable
eremos re
urren
ias para el número de regiones y el polinomio 
ara
-terísti
o de un arreglo de hiperplanos en Rn.Lema 3.2.1. Sea A un arreglo de hiperplanos en Rn, y sea H un hiperplano en A.Enton
es
r(A) = r(A − H) + r(A/H)
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b(A) =







b(A − H) + b(A/H), si rango(A − H) = rango(A)

0, si rango(A − H) = rango(A) − 1.Demostra
ión. Nótese que r(A) es igual a r(A−H) más el número de regiones de A−Hque son divididas en dos por H. Si R es una de estas regiones enton
es R′ = R ∩ Hes una región de A/H. Ahora, si R′ es una región de A/H enton
es los puntos de Rn
er
a de R′ a ambos lados de H deben estar en una misma región R de A − H, yaque 
ualquier hiperplano de A − H que los separara interse
taría a R′ y la dividiría enregiones distintas. Luego H divide a R en dos regiones. Por lo tanto, existe una biye

iónentre las regiones de A−H que son divididas en dos por H y las regiones de A/H, 
onlo que queda probada la primera re
urren
ia.Probaremos ahora la segunda re
urren
ia. De nuevo podemos asumir que H = Rn−1.Supongamos primero que rango(A−H) = rango(A), es de
ir, que el ve
tor normal a Hes 
ombina
ión lineal de los ve
tores normales a los demás hiperplanos en A. Enton
esel subespa
io W generado por los ve
tores normales a los hiperplanos en A es el mismosubespa
io generado por los ve
tores normales a los hiperplanos en A − H. Se tieneenton
es que b(A) es igual a b(A−H) más el número de regiones de A−H que H divideen dos y al ha
erlo, alguna de las dos regiones resultantes es relativamente a
otada en
A. Claramente si R ∈ R(A − H) es una de estas regiones, es de
ir, si R es dividida por
H en dos regiones R1 y R2 
on R1 ∩ W a
otado, enton
es la región R′ = R ∩ H de
A/H 
umple que R∩W ∩H es a
otado. Pero W ∩H es el subespa
io generado por lasnormales a los hiperplanos en A/H, por lo que R′ es una región relativamente a
otada de
A/H. Por otra parte, toda región R′ de A/H relativamente a
otada 
umple que algunade las dos regiones de A que se en
uentran a su lado es relativamente a
otada en A, yaque si no el ve
tor normal de H sería linealmente independiente de los ve
tores normalesa los demás hiperplanos en A. Luego existe una biye

ión entre las regiones de A − Hseparadas en dos por H, tal que alguna de las dos partes es relativamente a
otada, y lasregiones relativamente a
otadas de A/H, por lo que b(A) = b(A − H) + b(A/H).Supongamos ahora que rango(A − H) = rango(A) − 1. Llamemos W al subespa
iogenerado por los ve
tores normales a los hiperplanos en A−H, y sea α un ve
tor normala H. El ve
tor α no pertene
e enton
es a W , por lo que α = ~w + ~u 
on ~w ∈ W y
0 6= ~u ∈ W⊥. Llamemos W ′ = gen〈W, α〉. Si R es una región de A y ~x ∈ R ∩ W ′es un punto en su interior enton
es el úni
o hiperplano de A que interse
ta a la re
ta
l = {~x + t~u | t ∈ R} es H, por lo que R debe 
ontener un rayo de la re
ta l. Como l ⊆ W ′enton
es R ∩ W ′ es no a
otado, es de
ir, R no es relativamente a
otada. Esto muestraque b(A) = 0, 
on lo que 
on
luye la prueba.
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ión-restri

ión). Sea A un arreglo de hiperplanos en
Rn, y sea H un hiperplano en A. Enton
es

χA(t) = χA−H(t) − χA/H(t).Demostra
ión. De nuevo podemos suponer que H = Rn−1. Como el polinomio 
ara
te-rísti
o de un arreglo de hiperplanos depende úni
amente de su orden par
ial de inter-se

iones, también podemos suponer que A es un arreglo de Q-hiperplanos. Nótese queenton
es A − H y A/H son también arreglos de Q-hiperplanos. Ahora, sea p un primotal que A, A − H y A/H tienen buena redu

ión módulo p. Por el método de 
ampos�nitos (Teorema 3.1.3) tenemos que
χA(p) = pn −

∣

∣

∣

∣

⋃

J∈Ap

J

∣

∣

∣

∣

= pn −

∣

∣

∣

∣

(

⋃

J∈Ap−Hp

J
)

⊔
(

Hp −
⋃

J∈Ap−Hp

(J ∩ Hp)
)

∣

∣

∣

∣

= pn −

∣

∣

∣

∣

⋃

J∈Ap−Hp

J

∣

∣

∣

∣

−

∣

∣

∣

∣

Hp −
⋃

J∈Ap−Hp

(J ∩ Hp)

∣

∣

∣

∣

= pn −

∣

∣

∣

∣

⋃

J∈(A−H)p

J

∣

∣

∣

∣

−

(

pn−1 −

∣

∣

∣

∣

⋃

J∈Ap−Hp

(J ∩ Hp)

∣

∣

∣

∣

)

= χA−H(p) −

(

pn−1 −

∣

∣

∣

∣

⋃

J∈A−H

(J ∩ H)p

∣

∣

∣

∣

)

= χA−H(p) −

(

pn−1 −

∣

∣

∣

∣

⋃

J∈(A/H)p

J

∣

∣

∣

∣

)

= χA−H(p) − χA/H(p).Nuevamente por el Teorema 3.1.2 sabemos que esta igualdad se tiene para in�nitosprimos, por lo que ambos polinomios deben ser iguales, es de
ir,
χA(t) = χA−H(t) − χA/H(t),
on lo que termina la prueba.Ahora sí enun
iaremos el teorema prin
ipal, que rela
iona el polinomio 
ara
terísti
oy el número de regiones.Teorema 3.2.3 (Teorema de Zaslavsky). Sea A un arreglo de hiperplanos en Rn. En-ton
es
r(A) = (−1)nχA(−1) (3.4)
b(A) = (−1)rango(A)χA(1). (3.5)



�3.2 21Demostra
ión. Si A = ∅ enton
es χA(t) = tn y r(A) = 1, por lo que en este 
aso se
umple la e
ua
ión (3.4). Por el Lema 3.2.2 tenemos que para todo arreglo A, si H ∈ Aenton
es
(−1)nχA(−1) = (−1)nχA−H(−1) + (−1)n−1χA/H(−1).Luego en vista del Lema 3.2.1, r(A) y (−1)nχA(−1) satisfa
en la misma re
urren
ia, loque prueba la e
ua
ión (3.4).La e
ua
ión (3.5) también se 
umple 
uando A = ∅, ya que en este 
aso todo elespa
io es relativamente a
otado y por lo tanto b(A) = 1. En otro 
aso, llamemos

d(A) = (−1)rango(A)χA(1), y supongamos que A = {H, H1, H2, . . . , Hk}. Por el Lema3.2.2 se tiene que
χA(1) = χA−H(1) − χA/H(1). (3.6)Supongamos que rango(A) = rango(A−H). Podemos asumir que H = Rn−1, es de
ir,que el ve
tor normal a H es (0, 0, . . . , 0, 1) ∈ Rn. Llamemos αi = (αi

1, α
i
2, . . . , α

i
n) ∈ Rnal ve
tor normal de Hi, para 1 ≤ i ≤ k. Luego 
laramente si el hiperplano Hi ∈ Aes tal que H ∩ Hi 6= ∅ enton
es el ve
tor normal al hiperplano H ∩ Hi ∈ A/H es

(αi
1, α

i
2, . . . , α

i
n−1) ∈ Rn−1. Y si el hiperplano Hi ∈ A es tal que H ∩ Hi = ∅ enton
es elve
tor normal a Hi es (0, 0, . . . , 0, 1) ∈ Rn. Por lo tanto

rango(A) = rango



















α1
1 α1

2 . . . α1
n−1 α1

n

α2
1 α2

2 . . . α2
n−1 α2

n... ... ... ...
αk

1 αk
2 . . . αk

n−1 αk
n

0 0 . . . 0 1



















= rango



















α1
1 α1

2 . . . α1
n−1

α2
1 α2

2 . . . α2
n−1... ... ...

αk
1 αk

2 . . . αk
n−1

0 0 . . . 0



















+ 1

= rango(A/H) + 1,y en vista de la e
ua
ión (3.6) tenemos que d(A) = d(A − H) + d(A/H).Supongamos ahora que rango(A) = rango(A − H) + 1, y denotemos por rg a lafun
ión rango de L(A). De�namos la fun
ión F : L(A − H) → L(A/H) 
omo
F

(

⋂

i∈S

Hi

)

= H ∩

(

⋂

i∈S

Hi

)

=
⋂

i∈S

(H ∩ Hi)para todo S ⊆ {1, 2, . . . , k}. F está bien de�nida, ya que si
⋂

i∈S

Hi 6= ∅
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es, 
omo el ve
tor normal a H es linealmente independiente de los ve
tores nor-males a los demás hiperplanos en A, tenemos que
H ∩

⋂

i∈S

Hi 6= ∅.Claramente F es sobreye
tiva. Además, es fá
il ver que F es inye
tiva. De he
ho, si
H ∩ x = H ∩ y para x, y ∈ L(A − H) enton
es

H ∩ x = H ∩ (x ∩ y) = H ∩ y.Luego
rg
(

x
)

= rg
(

H ∩ x
)

− 1 = rg
(

H ∩ (x ∩ y)
)

− 1 = rg
(

x ∩ y
)

,por lo que x = x ∩ y. De manera análoga tenemos que y = x ∩ y y enton
es x = y,probando la inye
tividad de F . Finalmente es 
laro que F respeta el orden, por lo que
F es un isomor�smo entre L(A − H) y L(A/H). Enton
es por el Lema 3.2.2 tenemosque d(A) es 
ero.Luego, en vista del Lema 3.2.1, en ambos 
asos b(A) y d(A) satisfa
en la mismare
urren
ia, lo que prueba la e
ua
ión (3.5).Corolario 3.2.4. Sea A un arreglo de hiperplanos en Rn. Enton
es r(A) y b(A) depen-den sólo de L(A).En la Figura 3.2 se muestran dos arreglos en R2 
on el mismo orden par
ial deinterse

iones y sin embargo �geométri
amente� distintos. Por ejemplo, el primer arreglotiene una región a
otada de 
uatro lados mientras que el segundo no. No obstante, el
orolario a�rma que deben tener el mismo número de regiones y de regiones relativamentea
otadas, 10 y 2 respe
tivamente.

a b

d

a b

c
d

cFigura 3.2: Dos arreglos en R2 
on el mismo orden par
ial de interse

ionesEl teorema de Zaslavsky es uno de los grandes resultados en la teoría de hiperplanos.El siguiente ejemplo muestra una de sus bellas apli
a
iones.



�3.2 23Ejemplo 3.2.5. Sea G un grafo. Una orienta
ión ω de G es una asigna
ión de unadire

ión v → u o u → v para 
ada arista {u, v} de G. Un 
i
lo dirigido de ω es unasu
esión de vérti
es v1, v2, . . . , vk de G tal que v1 → v2 → · · · → vk → v1 en ω. Diremosque la orienta
ión ω es a
í
li
a si no tiene 
i
los dirigidos.En el Ejemplo 3.1.5 de�nimos el arreglo AG y mostramos que χG(t) = χAG
(t). Ahora,toda región de AG esta determinada según su posi
ión respe
to a 
ada hiperplano de

AG. Es de
ir, al es
oger una región R ∈ R(AG) estamos espe
i�
ando si los puntos
(x1, x2, . . . , xn) ∈ R 
umplen xi < xj o xi > xj , para 
ada arista {i, j} de G. Indiquemospor la dire

ión i → j que xi < xj , y por j → i que xi > xj . De esta forma la región Rde�ne de manera natural una orienta
ión ωR de G. Además, es 
laro que dos regionesdistintas de�nen orienta
iones distintas.Probaremos ahora que las orienta
iones de G de�nidas por las regiones de AG sonpre
isamente las orienta
iones a
í
li
as de G. Si R ∈ R(AG) y ωR tuviera un 
i
lo
i1 → i2 → · · · → ik → i1 enton
es un punto (x1, x2, . . . , xn) ∈ R satisfaría xi1 < xi2 <

· · · < xik < xi1 , lo que es una 
ontradi

ión. Luego ωR es a
í
li
a.Para el re
ípro
o, supongamos que ω es una orienta
ión a
í
li
a de G. Nótese quedebe existir un vérti
e de G del que no salen �e
has. Esto ya que si 
aminamos por lasaristas de G siguiendo la dire

ión de las �e
has no podemos volver a pasar por un mismovérti
e, debido a que ω es a
í
li
a. Por lo tanto el pro
eso debe terminar, y debe ha
erloen un vérti
e del que no salen �e
has. Sea jn uno de estos vérti
es. Si lo quitamos, laorienta
ión restante 
ontinúa siendo a
í
li
a, por lo que existe un vérti
e jn−1 del queno salen �e
has (ex
epto posiblemente a jn). Continuando 
on este pro
eso, obtenemosun ordenamiento j1, j2, . . . , jn de los vérti
es de G, de tal forma que si ji → jk enton
es
i < k. Luego si tomamos un punto (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn tal que xj1 < xj2 < · · · < xjn ,la región R ∈ R(AG) que lo 
ontenga 
umple que ω = ωR.Por lo tanto hemos 
onstruido una biye

ión entre las orienta
iones a
í
li
as deun grafo G y las regiones de AG. Enton
es, si denotamos por OA(G) al 
onjunto deorienta
iones a
í
li
as de un grafo G, tenemos que

∣

∣OA(G)
∣

∣ = r(AG) = (−1)nχAG
(−1) = (−1)nχG(−1).Este teorema fue probado por Stanley en 1973 por primera vez, usando argumentos dela teoría de grafos. La prueba expuesta aquí, que usa la teoría de arreglos de hiperplanos,se debe a Greene y Zaslavsky en 1983.



Capítulo 4
El arreglo de Shi
En este 
apítulo se introdu
e y se muestran varias propiedades de un arreglo de hiper-planos en parti
ular: el arreglo de Shi. Este arreglo en Rn fue 
onsiderado por primeravez por Shi, quien 
al
uló su número de regiones [10℄.En la primera parte se de�ne el arreglo de Shi y se prueban algunas de sus propie-dades bási
as. Se 
al
ula también su polinomio 
ara
terísti
o y se obtiene su número deregiones 
omo 
orolario del teorema de Zaslavsky. El polinomio 
ara
terísti
o fue halla-do por primera vez por Headley [7℄, pero la bella prueba que se muestra aquí se debe aAthanasiadis [1℄.La segunda parte se 
entra en dar una prueba biye
tiva para el número de regiones delarreglo de Shi. Se de�nen primero las fun
iones de parqueo y se prueban algunos he
hosbási
os sobre estas. Las fun
iones de parqueo fueron 
onsideradas primero por Konheimy Weiss [8℄, quienes 
al
ularon su 
antidad. Se exhibe aquí una elegante prueba de suenumera
ión debida a Pollak. Después se muestra un etiquetamiento de las regiones delarreglo de Shi por fun
iones de parqueo, y se prueba que este es de he
ho una biye

ión.El etiquetamiento fue sugerido por Pak, pero fue Stanley quien probó por primera vezque era una biye

ión [12℄. La prueba que se da en este trabajo es debida al autor, ytiene algunas ideas similares a las de la prueba de Stanley.4.1. De�ni
ión y propiedades bási
asEl arreglo de Shi en n dimensiones, denotado por Sn, 
onsiste de los n(n−1) hiperplanosen Rn

xi − xj = 0, 1, para 1 ≤ i < j ≤ n.



�4.1 25Si W es el subespa
io de Rn generado por las normales a los hiperplanos en Sn enton
es
laramente
W ⊆

{

(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | x1 + x2 + · · · + xn = 0
}

.Además, si denotamos por ei ∈ Rn al ve
tor 
on todas sus 
oordenadas 
ero ex
epto porun 1 en la i-ésima, el 
onjunto {e1 − ej | 2 ≤ j ≤ n} es un sub
onjunto de W 
onsistentede n−1 ve
tores linealmente independientes, por lo que dim(W ) ≥ n−1. Luego se debedar la igualdad
W =

{

(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | x1 + x2 + · · · + xn = 0
}

,y por lo tanto rango(Sn) = n − 1.En la Figura 4.1 se muestra el arreglo S3 en W = ker(x1 + x2 + x3) ∼= R2, de donde
r(S3) = 16 y b(S3) = 4.

y−z=1y−z=0

x−z=1

x−z=0

x−y=0x−y=1Figura 4.1: El arreglo de Shi S3 en ker(x1 + x2 + x3)Teorema 4.1.1. El polinomio 
ara
terísti
o de Sn es
χSn

(t) = t(t − n)n−1.Demostra
ión. Sea p un primo tal que Sn tiene buena redu

ión módulo p. Consideremosel 
onjunto
C =

{

(α1, α2, . . . , αn) ∈ (Fp)
n | i < j =⇒ αi 6= αj y αi 6= αj + 1

}

.
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ampos �nitos (Teorema 3.1.3) tenemos que
χSn

(p) =

∣

∣

∣

∣

∣

(Fp)
n −

⋃

H∈(Sn)p

H

∣

∣

∣

∣

∣

= |C| .Ahora ubiquemos en orden los elementos de Fp sobre un 
ír
ulo, siguiendo el sentido delas mane
illas del reloj. Poner los números 1, 2, . . . , n sobre n de estos espa
ios determinauna n-tupla (α1, α2, . . . , αn) que 
umple αi 6= αj si i 6= j, de�niendo αi 
omo el elementode Fp sobre el que se puso el número i. Además toda n-tupla que 
umpla esta 
ondi
iónesta determinada por uno de tales posi
ionamientos. Luego existe una biye

ión entrelos elementos de C y las formas de poner los números 1, 2, . . . , n sobre el 
ír
ulo de talforma que para todo j, en el espa
io siguiente (en el sentido de las mane
illas del reloj)a en el que se puso el número j no hay puesto un número menor que j (llamaremos aesto un buen posi
ionamiento). Contaremos enton
es 
uantos buenos posi
ionamientoshay.La Figura 4.2 muestra dos posi
ionamientos 
on p = 11 y n = 6. El de la izquierda esun buen posi
ionamiento que 
orresponde a la tupla (4, 9, 5, 1, 10, 6) ∈ C, mientras que elde la dere
ha no es buen posi
ionamiento y 
orresponde a la tupla (9, 3, 1, 10, 2, 7) /∈ C.
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Figura 4.2: Dos posi
ionamientos de los números 1, 2, . . . , 6 
on p = 11Es
ojamos un parti
ión ordenada débil π = (B1, B2, . . . , Bp−n) del 
onjunto
{1, 2, . . . , n} 
on p − n partes, tal que 1 ∈ B1 (débil signi�
a que a
eptamos partesva
ías). Es de
ir, ⋃Bi = {1, 2, . . . , n} y Bi∩Bj = ∅ si i 6= j. Podemos 
onstruir un buenposi
ionamiento basados en la parti
ión π, de la siguiente forma. Ponemos primero sobreel 
ír
ulo los elementos de B1 en espa
ios 
onse
utivos (en el sentido de las mane
illas delreloj) y en orden as
endente, ubi
ando primero a 1 ∈ B1 sobre algún elemento α1 ∈ Fp.



�4.1 27Luego saltamos un espa
io y ponemos los elementos de B2 en espa
ios 
onse
utivos yen orden as
endente. Saltamos otro espa
io y ponemos los elementos de B3 en espa
ios
onse
utivos y en orden as
endente. Así 
ontinuamos hasta poner todos los elementosde {1, 2, . . . , n} sobre el 
ír
ulo. Gra
ias a los espa
ios saltados, el posi
ionamiento re-sultante es un buen posi
ionamiento. La Figura 4.3 muestra el buen posi
ionamiento
onstruido a partir de
π =

(

{1, 3, 5} , {2} , ∅, {4, 6} , ∅
)y α1 = 9, 
on p = 11 y n = 6. Es fá
il ver que todo buen posi
ionamiento pue-

1

3 5

2

4
6

0

1

2

3

4
5

6

8

9

7

10

Figura 4.3: Un buen posi
ionamientode ser 
onstruido de esta forma a partir de una úni
a parti
ión ordenada débil π =

(B1, B2, . . . , Bp−n) de {1, 2, . . . , n} 
on p − n partes tal que 1 ∈ B1 y una es
ogen
ia de
α1, por lo que hemos de�nido una biye

ión.Ahora, hay (p − n)n−1 posibles parti
iones π, ya que para 2 ≤ i ≤ n hay p − nposibilidades para el j tal que i ∈ Bj . Y además hay p posibles α1. Enton
es

χSn
(p) = |C| = p(p − n)n−1.Por el Teorema 3.1.2 esta igualdad es 
ierta para in�nitos primos, por lo que ambospolinomios deben ser iguales, es de
ir,
χSn

(t) = t(t − n)n−1,que era lo bus
ado.Ya 
on el polinomio 
ara
terísti
o de Sn podemos 
ono
er el número de regiones.Corolario 4.1.2. Se tiene que r(Sn) = (n + 1)n−1 y b(Sn) = (n − 1)n−1.



�4.2 28Demostra
ión. El 
orolario es una apli
a
ión dire
ta del Teorema 3.2.3.Al ver estas expresiones tan sen
illas para el número de regiones, es de esperarseque exista una prueba biye
tiva dire
ta de estas igualdades. En la siguiente se

iónprobaremos de esta manera que r(Sn) = (n + 1)n−1, lo que nos permitirá explorar mása fondo las propiedades del arreglo de Shi.4.2. Prueba biye
tiva para el número de regionesAntes de dar la prueba ne
esitamos un nuevo 
on
epto y algunas de sus propiedades.4.2.1. Fun
iones de parqueoSupongamos que en una 
alle de una sola vía hay n posibles espa
ios en los que parquear,numerados 1, 2, . . . , n en ese orden. Hay también n 
arros C1, C2, . . . , Cn que entran ala 
alle de a uno en uno en ese orden y tratan de parquear. Cada 
arro Ci tiene unespa
io preferido para parquear Pi ∈ {1, 2, . . . , n}. Cuando llega el momento para el
arro Ci de ir a bus
ar espa
io, va dire
tamente a su espa
io preferido Pi. Si este estádeso
upado parquea allí, si no, 
ontinúa por la 
alle y parquea en el primer espa
iolibre que en
uentre. Por ejemplo, supongamos que n = 4 y (P1, P2, P3, P4) = (2, 1, 2, 3).Enton
es primero C1 entra y parquea en el lugar 2. Luego entra C2 y parquea en el lugar
1. Después entra C3 y va al lugar 2, pero 
omo este está o
upado sigue avanzando hastaparquear en el primer espa
io libre que en
uentra, es de
ir, el espa
io 3. Finalmenteentra C4 y va al espa
io 3, pero 
omo está o
upado, termina parqueando en el espa
io 4.Por el 
ontrario, si (P1, P2, P3, P4) = (3, 1, 4, 3) enton
es C4 no puede parquear, ya queen su turno tanto su espa
io preferido 
omo todos los siguientes están o
upados.Diremos enton
es que P = (P1, P2, . . . , Pn) es una fun
ión de parqueo de longitud n sitodos los 
arros pueden parquear. Sin embargo, existe una 
ara
teriza
ión más prá
ti
ade las fun
iones de parqueo.Proposi
ión 4.2.1. Sea n ∈ Z+, y sea P = (P1, P2, . . . , Pn) ∈ {1, 2, . . . , n}n. Sea
Q1 ≤ Q2 ≤ · · · ≤ Qn el reordenamiento 
re
iente de las entradas de P . Enton
es P esuna fun
ión de parqueo si y solo si Qi ≤ i para todo i.Demostra
ión. Si P es una fun
ión de parqueo enton
es para todo i, los i 
arros queterminaron parqueando en los primeros i espa
ios deben tener espa
io preferido menoro igual que i, por lo que Qi ≤ i.Supongamos ahora que P no es una fun
ión de parqueo, y que el primer 
arro que
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uentra espa
io para parquear es Ck. Digamos que l es el último espa
io va
ío enel momento en que el 
arro Ck bus
a parquear. Enton
es tanto el 
arro Ck 
omo los
arros que en ese momento están parqueados en los espa
ios después de l (que son n− l)deben tener espa
io preferido mayor que l. Por lo tanto hay al menos n − l + 1 
arros
on espa
io preferido mayor que l, por lo que Ql > l.A pesar de la sen
illez la prueba, la anterior proposi
ión tiene un 
orolario interesante.Corolario 4.2.2. Cualquier permuta
ión de las entradas de una fun
ión de parqueo estambién una fun
ión de parqueo.A 
ontinua
ión se muestran todas las fun
iones de parqueo en el 
aso n = 2 y n = 3,
on una nota
ión simpli�
ada.
n = 2 : 11, 12, 21.
n = 3 : 111, 112, 121, 211, 113, 131, 311, 122, 212, 221, 123, 132, 213, 231, 312, 321.Teorema 4.2.3. El número de fun
iones de parqueo de longitud n es (n + 1)n−1.Demostra
ión. Consideremos n + 1 (en vez de n) espa
ios para parquear ordenados enun 
ír
ulo, numerados 1, 2, . . . , n+1 en el orden de las mane
illas del reloj. Supongamosque hay n 
arros C1, C2, . . . , Cn 
on espa
ios preferidos (P1, P2, . . . , Pn) que intentan enese orden parquear allí, pero ahora 1 ≤ Pi ≤ n+1 (en vez de 1 ≤ Pi ≤ n). Cada 
arro ensu turno entra al 
ír
ulo a su espa
io preferido, y avanza desde ahí en el sentido de lasmane
illas del reloj hasta en
ontrar un espa
io va
ío en el que parquea. Nótese enton
eslo siguiente:Todos los 
arros siempre pueden parquear, ya que los espa
ios están ordenados en
ír
ulo y siempre habrá un espa
io va
ío.Después de que todos los 
arros hayan parqueado quedará un espa
io va
ío.La su
esión (P1, P2, . . . , Pn) es una fun
ión de parqueo si y solo si el espa
io quequeda va
ío después de que todos los 
arros han parqueado es el n + 1.Si la su
esión (P1, P2, . . . , Pn) produ
e al �nal el espa
io va
ío i, enton
es la su
e-sión (P1 + k, P2 + k, . . . , Pn + k) (tomando las entradas módulo n + 1) produ
e al�nal el espa
io va
ío i + k (módulo n + 1).Por lo tanto para 
ada su
esión (P1, P2, . . . , Pn), exa
tamente una de las n+1 su
esionesde la forma (P1 +k, P2 +k, . . . , Pn +k) (módulo n+1) 
on 1 ≤ k ≤ n+1 es una fun
iónde parqueo. Como hay (n + 1)n posibles su
esiones (P1, P2, . . . , Pn), se tiene enton
esque el número de fun
iones de parqueo es (n + 1)n/(n + 1) = (n + 1)n−1.



�4.2 30Viendo este resultado y el Corolario 4.1.2, es natural preguntarse por una biye

iónsen
illa entre las regiones del arreglo Sn y las fun
iones de parqueo de longitud n, 
on loque se probaría de manera dire
ta que r(Sn) = (n + 1)n−1. Pre
isamente esto es lo quese mostrará en la siguiente parte.4.2.2. El etiquetamiento de las regionesConstruiremos ahora una biye

ión entre las regiones del arreglo Sn y las fun
iones deparqueo de longitud n.Diremos que dos regiones R, R′ ∈ R(Sn) están separadas por el hiperplano H ∈ Snsi R y R′ se en
uentran en distintos lados de H.Primero, llamemos R0 a la región de Sn de�nida por
xn < xn−1 < · · · < x1 < xn + 1.Ahora, de�namos un etiquetamiento λ : R(Sn) → Zn de las regiones de Sn 
omo sigue.

λ(R0) = (1, 1, . . . , 1).Si las regiones R, R′ ∈ R(Sn) están separadas úni
amente por el hiperplano H :

xi = xj (i < j), y si R y R0 están en el mismo lado de H, enton
es de�nimos
λ(R′) = λ(R) + ei (ei ∈ Zn es el ve
tor 
on todas sus 
oordenadas 0 ex
epto porun 1 en la i-ésima).Si las regiones R, R′ ∈ R(Sn) están separadas úni
amente por el hiperplano H :

xi = xj + 1 (i < j), y si R y R0 están en el mismo lado de H, enton
es de�nimos
λ(R′) = λ(R) + ej .Nótese que este etiquetamiento está bien de�nido, ya que la etiqueta λ(R) de una región

R ∈ R(Sn) depende solamente de los hiperplanos que la separan de R0.En la Figura 4.4 se muestra el etiquetamiento λ 
on nota
ión simpli�
ada 
uando
n = 3, teniendo en 
uenta que las 
oordenadas de R3 son x1 = x, x2 = y y x3 = z.Teorema 4.2.4. El etiquetamiento λ es una biye

ión entre las regiones de Sn y lasfun
iones de parqueo de longitud n.Dejaremos la prueba de este teorema para después, mientras desarrollamos una for-ma sen
illa de representar las regiones de Sn. Si R ∈ R(Sn), diremos que la fun
ión
X : {1, 2, . . . , n} → R es una representa
ión por intervalos de la región R si el punto
(

X(1), X(2), . . . , X(n)
)

∈ Rn está en R. Si dos representa
iones por intervalos repre-sentan la misma región las llamaremos equivalentes. En realidad, es mejor imaginarnos



�4.2 31
x−z=1

x−z=0

y−z=0 y−z=1x−y=0x−y=1

112

111

121 211

213

212

311 312
321

221231

131

122 113

123

132

Figura 4.4: Etiquetamiento λ de las regiones de S3estas representa
iones por intervalos 
omo formas en las que n intervalos de longitud 1,numerados 1, 2, . . . , n, pueden ser ubi
ados en la re
ta real: si X es una representa
iónpor intervalos de la región R ∈ R(Sn) enton
es pensaremos a X 
omo la 
ole

ión or-denada de los n intervalos [X(i), X(i) + 1
]. Al intervalo [X(i), X(i) + 1

] lo llamaremosel intervalo número i de X, y lo denotaremos por Xi. La región R queda enton
es de-terminada por la posi
ión relativa de los extremos de los intervalos de X. Por ejemplo,para saber a que lado del hiperplano xi = xj +1 (
on i < j) se en
uentra R basta miraren X 
uál es menor entre el punto ini
ial de Xi y el punto �nal de Xj .La ventaja prin
ipal de imaginarnos una representa
ión por intervalos X de estaforma es que podemos visualizarla fá
ilmente 
on un diagrama, de la siguiente manera.Primero dibujamos la re
ta real, 
on la 
onven
ión que los números 
re
en ha
ia ladere
ha. Luego dibujamos allí los intervalos de X, teniendo en 
uenta que si i < jenton
es Xi se dibuja un po
o más abajo que Xj . Como la región determinada por Xno depende de la ubi
a
ión exa
ta de 
ada intervalo sino de su posi
ión relativa a losdemás, ignoraremos en el dibujo a la re
ta real ini
ial. Para entender mejor esto, en laFigura 4.5 se muestra la representa
ión por intervalos X dada por
(

X(1), X(2), X(3), X(4), X(5), X(6)
)

=
(

1.8, 0.6, 2.8, 0, 3.2, 1.2
)

.Ahora sí examinemos más a fondo el etiquetamiento λ. Sean i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ysea X una representa
ión por intervalos de una región R ∈ R(Sn). Diremos que el par
(Xi, Xj) es de tipo 1 si i < j y X(i) < X(j), y que es de tipo 2 si i > j y X(i)+1 < X(j).Enton
es el par (Xi, Xj) es de tipo 1 si y solo si R y R0 están separadas por el hiperplano
xi = xj (
on i < j), y es de tipo 2 si y solo si R y R0 están separadas por el hiperplano
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Figura 4.5: Representa
ión por intervalos

xj = xi + 1 (
on i > j). La Figura 4.6 muestra 
ómo es un par de tipo 1 y de tipo 2 en
X, y la Figura 4.7 muestra 
omo es una representa
ión por intervalos de la región R0;
on lo que se ve 
laramente lo anterior. Ahora, si llamamos

X i

X j

Tipo 1 Tipo 2

X i

X jFigura 4.6: Parejas de tipo 1 y de tipo 2
.

.
.

Figura 4.7: Representa
ión por intervalos de la región R0

λ(Xi) =
∣

∣

∣

{

j | (Xi, Xj) es de tipo 1 o 2}∣∣
∣
+ 1enton
es, re
ordando la de�ni
ión del etiquetamiento λ, tenemos que

λ(R) =
(

λ(X1), λ(X2), . . . , λ(Xn)
)

.Por ejemplo, si X es la representa
ión por intervalos de la Figura 4.5 enton
es λ(R) =

(3, 5, 2, 5, 1, 3), y λ(X4) = 5 debido a los pares (X4, X6), (X4, X5) (de tipo 1) y (X4, X1),
(X4, X3) (de tipo 2).Es fá
il ver que λ(R) es una fun
ión de parqueo de longitud n, ya que λ(Xi) − 1 esmenor o igual al número de intervalos de X que se en
uentran a la dere
ha de Xi. Porlo tanto, si Xi1 , Xi2 , . . . , Xin es la lista de los intervalos de X de dere
ha a izquierdaenton
es λ(Xij ) ≤ j.
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iaremos ahora un lema que usaremos para la prueba.Lema 4.2.5. Sea X una representa
ión por intervalos, y sea I ⊆ {1, 2, . . . , n}. Si j ∈ Iy el par (Xi, Xj) es de tipo 1 o de tipo 2 enton
es
∣

∣

∣

{

l ∈ I | (Xi, Xl) es de tipo 1 o 2}∣∣
∣
>
∣

∣

∣

{

l ∈ I | (Xj , Xl) es de tipo 1 o 2}∣∣
∣
.Demostra
ión. Supongamos que (Xi, Xj) es de tipo 1, y sea l ∈ I. Si (Xj , Xl) es un parde tipo 1 enton
es (Xi, Xl) también lo es. Si (Xj , Xl) es de tipo 2 enton
es, si i < l setiene que (Xi, Xl) es de tipo 1, y si i > l se tiene que (Xi, Xl) es de tipo 2. Luego

{

l ∈ I | (Xj , Xl) es de tipo 1 o 2} ⊆
{

l ∈ I | (Xi, Xl) es de tipo 1 o 2}.Pero además esta 
ontenen
ia es propia, ya que j es un elemento que está en la diferen
iade los dos 
onjuntos. Por lo tanto se tiene el resultado.Supongamos ahora que (Xi, Xj) es de tipo 2, y sea l ∈ I. Si (Xj , Xl) es un par de tipo2 enton
es (Xi, Xl) también lo es. Si (Xj , Xl) es de tipo 1 enton
es, si i < l se tiene que
(Xi, Xl) es de tipo 1, y si i > l se tiene que (Xi, Xl) es de tipo 2. Luego, análogamenteal 
aso anterior, se tiene el resultado. Esto 
ompleta la prueba del lema.Ahora sí probaremos que el etiquetamiento λ es en realidad una biye

ión.Demostra
ión del Teorema 4.2.4. Sea P = (P1, P2, . . . , Pn) una fun
ión de parqueo delongitud n. Mostraremos que existe una úni
a región R ∈ R(Sn) tal que λ(R) = P .Para esto 
onstruiremos por pasos una representa
ión por intervalos X de esta región,y mostraremos que es úni
a módulo equivalen
ia.Primero, sea Pi1 ≤ Pi2 ≤ · · · ≤ Pin el reordenamiento 
re
iente de las entradas de
P . En el paso k de la 
onstru

ión de
idiremos la posi
ión que tendrá el intervalo Xikde X, de tal forma que se 
umplan las siguientes 
ondi
iones:(a) No hay igualdades entre los extremos de Xik y extremos de otros intervalos an-teriormente ubi
ados, es de
ir, no existe j < k tal que X(ij) = X(ik), X(ij) =

X(ik) + 1 o X(ij) + 1 = X(ik).(b) Se 
umple
∣

∣

∣

{

il | l < k y (Xik , Xil) es de tipo 1 o 2}∣∣
∣
= Pik − 1.(
) Para todo j < k se tiene que (Xij , Xik) no es de tipo 1 ni 2.Des
ribiremos ahora la 
onstru

ión.Paso 1. Ubi
amos el intervalo Xi1 (en 
ualquier parte de la re
ta real).
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ados los intervalos Xi1 , Xi2 , . . . , Xik−1

umplien-do 
on las tres 
ondi
iones. Consideremos el 
onjunto de puntos

Ak = {X(ij) | j < k y ij > ik} ∪ {X(ij) − 1 | j < k y ij < ik} .Estos k−1 puntos dividen la re
ta real en k intervalos abiertos (k−2 a
otados y 2no a
otados), denotémoslos por U0, U1, . . . , Uk−1 en orden de dere
ha a izquierda.Por la de�ni
ión de Ak tenemos enton
es que para todo j,
X(ik) ∈ Uj =⇒

∣

∣

∣

{

il | l < k y (Xik , Xil) es de tipo 1 o 2}∣∣
∣
= j. (4.1)Supongamos por ejemplo que k = 6, que ya hemos puesto los intervalos

X2, X3, X5, X6, X7 y que ahora queremos ubi
ar a X4. En la Figura 4.8 se muestraun posible ejemplo. En la parte de abajo de la �gura está dibujada la re
ta real ylos intervalos U0, U1, . . . , U5.
U U UU U U45 3 2 1 0

X 3X2

X5

X 6 X7

X(2)−1 X(6) X(5) X(3)−1 X(7)Figura 4.8: Posible 
on�gura
ión en la ubi
a
ión de X4Ahora, 
omo P es una fun
ión de parqueo enton
es m = Pik ≤ k. Consideremosel 
onjunto
Bk = {X(ij) | j < k y ij < ik} ∪ {X(ij) + 1 | j < k y ij > ik} .Probaremos que

Bk ⊆
m−1
⋃

j=0

Uj .Esto 
laramente es 
ierto si m = k. Si no, supongamos por 
ontradi

ión que existe
x ∈ Bk tal que x ∈ Ul 
on l ≥ m. Digamos que x es un extremo del intervalo Xij ,es de
ir, x = X(ij) o x = X(ij)+1. Enton
es si de�niéramos X(ik) 
omo un puntode Um más a la dere
ha que x, tendríamos por la de�ni
ión de Bk que (Xij , Xik)
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Pik =

∣

∣

∣

{

il | l < k y (Xik , Xil) es de tipo 1 o 2}∣∣
∣

=
∣

∣

∣

{

il ∈ I | (Xik , Xil) es de tipo 1 o 2}∣∣∣
<
∣

∣

∣

{

il ∈ I | (Xij , Xil) es de tipo 1 o 2}∣∣
∣

=
∣

∣

∣

{

il | l < j y (Xij , Xil) es de tipo 1 o 2}∣∣
∣
+ 1

= Pij − 1 + 1

= Pij ,lo que es una 
ontradi

ión.Enton
es podemos de�nir X(ik) 
omo un punto de Um−1 que esté a la izquierdade todos los puntos de Bk y de tal forma que 
umpla la 
ondi
ión (a). Por (4.1)tenemos que
∣

∣

∣

{

il | l < k y (Xik , Xil) es de tipo 1 o 2}∣∣
∣
= Pik − 1,
umpliendo la 
ondi
ión (b). Además, 
omo X(ik) está a la izquierda de todos lospuntos de Bk enton
es se 
umple la 
ondi
ión (
).Nótese que la región que representará X al terminar la 
onstru

ión quedará de-terminada úni
amente por la posi
ión de X(ik) respe
to a los puntos de Ak y Bk.La forma en que ubi
amos al intervalo Xik es enton
es la úni
a posible (móduloequivalen
ia) para que se 
umplan las 
ondi
iones (a), (b) y (
); ya que para 
um-plir 
on la 
ondi
ión (b) la impli
a
ión (4.1) exige que X(ik) esté en Um−1, y para
umplir 
on la 
ondi
ión (
) X(ik) debe estar a la izquierda de todos los puntosde Bk.Al terminar la 
onstru

ión hemos ya de�nido la posi
ión de todos los n intervalos

Xi1 , Xi2 , . . . , Xin . Por la 
ondi
ión (a) tenemos que X es la representa
ión por intervalosde una región R. Por la 
ondi
ión (
),
{

j | (Xik , Xj) es de tipo 1 o 2} ⊆
{

i1, i2, . . . , ik−1

}para todo k. Luego
{

j | (Xik , Xj) es de tipo 1 o 2} =
{

il | l < k y (Xik , Xil) es de tipo 1 o 2},y por lo tanto por la 
ondi
ión (b) se tiene que λ(Xik) = Pik para todo k. Es de
ir,
λ(R) = P .Para ver que la región R es úni
a, supongamos que existe R′ ∈ R(Sn) tal que λ(R′) =

P y mostremos que R = R′. Tomemos X ′ una representa
ión por intervalos de R′.
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umplen la
ondi
ión (a). Por el Lema 4.2.5 tomando I = {1, 2, . . . , n}, tenemos que X ′ también
umple la 
ondi
ión (
). Enton
es para todo k

{

il | l < k y (X ′
ik

, X ′
il
) es de tipo 1 o 2} =

{

j | (X ′
ik

, X ′
j) es de tipo 1 o 2} = Pik − 1,por lo que X ′ también 
umple la 
ondi
ión (b). Pero en la 
onstru

ión vimos quetoda representa
ión por intervalos que 
umpla las 
ondi
iones (a), (b) y (
) debe serequivalente a X, por lo que se tiene lo bus
ado.



Capítulo 5
El etiquetamiento de las 
aras
En este 
apítulo se extiende el etiquetamiento λ de las regiones de Sn a un etiqueta-miento de todas las 
aras de Sn. Se exploran y se apli
an varias propiedades interesantesy sorprendentes de este etiquetamiento, obteniendo así una mayor 
omprensión de la
ombinatoria y la geometría del arreglo de Shi.La de�ni
ión del orden par
ial de 
aras de un arreglo de hiperplanos se presenta enla primera parte. También allí se muestran algunas representa
iones de las 
aras que seusarán después.La segunda parte se 
entra en exhibir un resultado que permite extender de formanatural el etiquetamiento de las regiones des
rito en el 
apítulo anterior.En la ter
era parte se explora más a fondo este etiquetamiento y se prueban algunasde sus propiedades. También se ha
e 
lara su importan
ia, al permitir una des
rip
ión
ombinatoria del orden par
ial de 
aras del arreglo de Shi. Se dedu
en también varias
onse
uen
ias de tipo geométri
o y 
ombinatorio, y se muestra su gran utilidad en laprueba de distintos he
hos.Tanto el resultado que permite extender el etiquetamiento de las regiones 
omo lade�ni
ión del etiquetamiento mismo y todas sus propiedades aquí presentadas, se debenal autor.5.1. El orden par
ial de 
arasDe�ni
ión 5.1.1. Sea A un arreglo de hiperplanos en Rn. Una 
ara (
errada) de A esun 
onjunto C no va
ío de la forma C = R̄ ∩ x (R̄ denota la 
lausura topológi
a de R),donde R ∈ R(A) y x ∈ L(A). El orden par
ial de 
aras de A, denotado por F (A), es el
onjunto de todas las 
aras de A ordenadas por in
lusión.
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ular R̄ es una 
ara de A para toda región R de A. La dimensiónde una 
ara C ∈ F (A) se de�ne 
omo la dimensión del menor subespa
io afín que
ontenga a C.Por ejemplo, el arreglo de hiperplanos en R2 presentado en la parte izquierda de laFigura 5.1 tiene dos 
aras de dimensión 0, siete 
aras de dimensión 1 y seis 
aras dedimensión 2. Su orden par
ial de 
aras es el que se muestra a la dere
ha.
Figura 5.1: Arreglo en R2 y su orden par
ial de 
arasCada 
ara C de un arreglo de hiperplanos A en Rn puede ser determinada espe
i�-
ando para 
ada H ∈ A, a que lado de H se en
uentra C. Más formalmente, si H ∈ Ade�namos H+ y H− 
omo los dos semiespa
ios 
errados en los que H 
orta a Rn (es
o-giendo arbitrariamente 
uál de los dos es H+), y llamemos H0 = H. Enton
es las 
arasde A son pre
isamente las interse

iones no va
ías de la forma

C =
⋂

H∈A

HσH ,donde σH ∈ {+,−, 0} para todo H. Luego 
ada 
ara C queda 
odi�
ada por su su
esiónde signos (σH)H∈A, 
on la 
onven
ión que σH 6= 0 si y solo si C * H.Nos interesaremos aquí por explorar el orden par
ial de 
aras del arreglo de Shi. Porsimpli
idad denotaremos Fn = F (Sn). Para las 
aras del arreglo de Shi es útil representarsu su
esión de signos mediante una matriz, de la siguiente manera. Primero, de�namos
Mn 
omo el 
onjunto de matri
es de n × n 
on entradas en {+,−, 0} y 
on todas susentradas de la diagonal iguales a 0. Como 
onven
ión, si i < j enton
es para H ∈ Sndado por H : xi = xj es
ogeremos H− : xi ≥ xj , y para H : xi = xj + 1 es
ogeremos
H− : xi ≤ xj + 1. Ahora, si C ∈ Fn es una 
ara 
on su
esión de signos (σH)H∈Sn

,de�namos su matriz aso
iada MC ∈ Mn 
omo
(MC)i,j =



















σH si j < i, donde H : xj = xi

σH si i < j, donde H : xi = xj + 1

0 si i = j.Por ejemplo, la 
ara R0 está de�nida por xn ≤ xn−1 ≤ · · · ≤ x1 ≤ xn + 1 y por lo tantosu matriz aso
iada MR0
tiene 
eros en la diagonal y − en todas las demás entradas. En
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es C es la 
lausura de una región si y solo si todas las entradasde MC que no estén en la diagonal son distintas de 
ero. Además, si C, D ∈ Fn enton
es
C ⊆ D si y solo si las entradas de MC son iguales a las de MD 
on ex
ep
ión de algunos
eros que se reemplazan por + o − en MD.La de�ni
ión de las representa
iones por intervalos que dimos en el 
apítulo anteriorpuede ser extendida fá
ilmente para representar a todas las 
aras del arreglo de Shi.Diremos que la fun
ión X : {1, 2, . . . , n} → R en una representa
ión por intervalosde la 
ara C ∈ Fn si el punto (X(1), X(2), . . . , X(n)

)

∈ Rn pertene
e a C y no aninguna otra 
ara que esté 
ontenida propiamente en C. Seguiremos 
on las mismas
onven
iones des
ritas en el 
apítulo anterior, sólo que ahora se permiten igualdadesentre los extremos de los intervalos de X de la forma X(i) = X(j) o X(i) = X(j) + 1,
on i < j. Por ejemplo, en la parte superior de la Figura 5.2 se muestra una 
ara C ∈ F3,y abajo su representa
ión por intervalos. La matriz aso
iada a la 
ara C es
x−z=1

y−z=0 y−z=1x−y=0x−y=1

x−z=0C

Figura 5.2: Cara C ∈ F3 y su representa
ión por intervalos
MC =







0 − −

+ 0 0

0 − 0






.



�5.2 405.2. El etiquetamientoAhora extenderemos el etiquetamiento de las regiones de Sn que des
ribimos en el 
apí-tulo anterior a un etiquetamiento de todas las 
aras en Fn.Primero, denotemos por Pn al orden par
ial de las fun
iones de parqueo de longitud
n 
on el orden de�nido por (P1, P2, . . . , Pn) ≤ (Q1, Q2, . . . , Qn) si y solo si Pi ≤ Qi paratodo i. En la Figura 5.3 se muestra el diagrama de P3. Es fá
il ver que Pn es un ordenpar
ial graduado de rango n(n − 1)/2, 
on fun
ión rango dada por

rg
(

(P1, P2, . . . , Pn)
)

= P1 + P2 + · · · + Pn − n.

�
�
�

�
�
�

123 132 213 231 312 321

212 311122 221113 131

112 121 211

111Figura 5.3: Orden par
ial P3A 
ontinua
ión enun
iaremos el teorema que nos permitirá de�nir el etiquetamientode Fn.Teorema 5.2.1. Sea C ∈ Fn. Existen dos úni
as regiones C−, C+ ∈ R(Sn) tal que
C ⊆ C−, C ⊆ C+ y para toda región R ∈ R(Sn) tal que C ⊆ R̄ se tiene que λ(C−) ≤

λ(R) ≤ λ(C+) en Pn. Además, C− ∩ C+ = C.Demostra
ión. Sea X una representa
ión por intervalos de C. Claramente el teorema es
ierto si C es la 
lausura de una región R de Sn, es de
ir, si en X no hay igualdades dela forma X(i) = X(j) o X(i) = X(j) + 1 
on i < j, ya que en este 
aso C− = C+ = R.Si no, tomemos r 
omo
r = máx

{

X(i) | existe j > i tal que X(i) = X(j) o X(i) = X(j) + 1
}

,y k 
omo
k = máx

{

i ∈ {1, 2, . . . , n} | X(i) = r
}

.



�5.2 41En la Figura 5.4 se muestra un ejemplo de la representa
ión por intervalos X, y se señala
uál es el intervalo Xk.
X k

Figura 5.4: Representa
ión por intervalosDe�namos una nueva representa
ión por intervalos X ′ 
omo
X ′(i) =







X(i) si i 6= k

X(i) − ǫ si i = k,donde ǫ es un número real su�
ientemente pequeño tal que para todo j, si X(k) > X(j)enton
es X(k)− ǫ > X(j), y si X(k) > X(j)+1 enton
es X(k)− ǫ > X(j)+1. En otraspalabras, X ′ es la misma representa
ión por intervalos que X pero moviendo el intervalo
Xk una pequeña distan
ia a la izquierda. Llamemos C ′ ∈ Fn a la 
ara representada por
X ′.Comparemos ahora las matri
es MC y MC′ . Claramente las entradas de MC que noestán en la k-ésima �la o en la k-ésima 
olumna son iguales a las de MC′ . También soniguales las entradas de la k-ésima �la o la k-ésima 
olumna de MC que sean distintas de
ero, debido a la es
ogen
ia de ǫ. Nótese además que en X no hay igualdades de la forma
X(i) = X(k) + 1 
on i < k ya que sería una 
ontradi

ión 
on la maximalidad de r, niigualdades de la forma X(k) = X(i) 
on k < i porque estas 
ontradirían la es
ogen
iade k. Enton
es en la k-ésima 
olumna de MC no hay entradas iguales a 
ero (ex
epto enla diagonal). Las entradas iguales a 
ero en la k-ésima �la de MC se deben a igualdadesen X de la forma X(k) = X(i) + 1 
on k < i, o de la forma X(i) = X(k) 
on i < k. Enel primer 
aso tenemos que X ′(k) < X(i)+1 = X ′(i)+1, por lo que (MC′)k,i = −; y enel segundo X ′(i) = X(i) > X ′(k), por lo que (MC′)k,i = −. Luego MC tiene las mismasentradas que MC′ ex
epto algunos 
eros (los de la k-ésima �la) que se reemplazan por
− en MC′ . Esto impli
a que C ⊆ C ′.A partir de la 
ara C 
onstruimos enton
es una 
ara C ′ que la 
ontiene, y además
umple que MC tiene las mismas entradas que MC′ ex
epto por algunos 
eros que sereemplazan por − en MC′ . Si repetimos la 
onstru

ión empezando 
on la 
ara C ′, obte-nemos ahora una 
ara C ′′. Y 
ontinuando 
on este pro
eso hasta terminar, 
onseguimos
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adena
C ⊆ C ′ ⊆ C ′′ ⊆ · · · ⊆ C(m).La matriz MC(m) es enton
es la misma matriz MC pero 
ambiando todos sus 
eros(ex
epto los de la diagonal) por −. Por lo tanto C(m) es la 
lausura de alguna región

R ∈ R(Sn), y de�niremos C− = R.Para de�nir C+ realizamos la misma 
onstru

ión pero ahora moviendo el intervalo
Xk una pequeña distan
ia a la dere
ha, obteniendo así una 
ara D′ ∈ Fn que 
ontienea C. Los 
eros de la k-ésima �la de MC se reemplazan ahora por + en MD′ . Repetimosel mismo pro
eso hasta terminar, 
onsiguiendo una 
adena

C ⊆ D′ ⊆ D′′ ⊆ · · · ⊆ D(l).La 
ara D(l) que obtenemos al �nal 
umple que su matriz aso
iada MD(l) es la mis-ma matriz MC pero 
ambiando todos sus 
eros (ex
epto los de la diagonal) por +. Yde�nimos análogamente la región C+, de tal forma que C+ = D(l).Como M
C−

y M
C+ son la misma matriz que MC pero 
ambiando los 
eros (ex
eptolos de la diagonal) por − y + respe
tivamente, enton
es es fá
il ver que C− ∩ C+ = C.Ahora nótese que según nuestra 
onven
ión, si R ∈ R(Sn) y ai es el número deentradas iguales a + en la i-ésima 
olumna de MR̄ enton
es λ(R) = (a1 + 1, a2 +

1, . . . , an +1). Sea R ∈ R(Sn) tal que C ⊆ R̄. Re
ordemos que enton
es MR̄ es la mismamatriz que MC pero 
ambiando todos sus 
eros (ex
epto los de la diagonal) por + o
−. Luego para todo i, el número de entradas iguales a + en la i-ésima 
olumna de MR̄es por lo menos el número de entradas iguales a + en la i-ésima 
olumna de M

C−
, y alo más el número de entradas iguales a + en la i-ésima 
olumna de M

C+ . Por lo tanto
λ(C−) ≤ λ(R) ≤ λ(C+) en Pn. Esto muestra que C− y C+ tienen la propiedad deseada.La uni
idad de C− y C+ se tiene gra
ias a esto.En el siguiente 
orolario vemos 
omo el etiquetamiento λ nos propor
iona informa
iónsobre la geometría del arreglo de Shi.Corolario 5.2.2. Sean R1, R2, . . . , Rk ∈ R(Sn), y de�namos P i = (P i

1, P
i
2, . . . , P

i
n) =

λ(Ri) para 1 ≤ i ≤ k 
omo sus etiquetas. Si
Q =

(

máx
i

P i
1, máx

i
P i

2, . . . ,máx
i

P i
n

)no es una fun
ión de parqueo enton
es
k
⋂

i=1

Ri = ∅.
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ión. Supongamos que
C =

k
⋂

i=1

Ri 6= ∅.Claramente C ∈ Fn. Luego por el teorema anterior tenemos que P i ≤ λ(C+) para todo
1 ≤ i ≤ k. Pero 
omo λ(C+) es una fun
ión de parqueo enton
es Q también lo es, porlo que se tiene lo bus
ado.Ahora sí de�niremos el etiquetamiento de las 
aras del arreglo de Shi.De�ni
ión 5.2.3. El etiquetamiento λ̂ : Fn → Int(Pn) se de�ne 
omo

λ̂(C) =
[

λ(C−), λ(C+)
]

.Nótese que si C = R̄ para alguna región R de Sn enton
es λ̂(C) = {λ(R)}, por lo quepodemos ver al etiquetamiento λ̂ de las 
aras 
omo una extensión del etiquetamiento
λ de�nido anteriormente sólo para las regiones. Además 
omo C− ∩ C+ = C paratoda 
ara C enton
es este etiquetamiento es inye
tivo. Lamentablemente no resulta sersobreye
tivo, es de
ir, sólo algunos intervalos en Int(Pn) apare
en 
omo etiquetas. En lasiguiente se

ión trataremos de explorar más a fondo la rela
ión entre las 
aras de Sn ysus etiquetas.5.3. Algunas propiedades del etiquetamientoLa siguiente propiedad es tal vez el he
ho más sorprendente del etiquetamiento λ̂.Teorema 5.3.1. Sea C ∈ Fn. Enton
es λ̂(C) =

{

λ(R) | R ∈ R(Sn) y C ⊆ R̄
}.Demostra
ión. Por simpli
idad, llamaremos I(C) =

{

λ(R) | R ∈ R(Sn) y C ⊆ R̄
}. ElTeorema 5.2.1 nos asegura que I(C) ⊆ λ̂(C). Ahora, nótese que

∣

∣

∣λ̂(C)
∣

∣

∣ =
n
∏

i=1

(

(

λ(C+)
)

i
−
(

λ(C−)
)

i
+ 1
)

,ya que P = (P1, P2, . . . , Pn) es una fun
ión de parqueo en λ̂(C) si y solo si (λ(C−)
)

i
≤

Pi ≤
(

λ(C+)
)

i
para todo i. Tomemos una representa
ión por intervalos X de la 
ara C,y de�namos
A(C, i) =

{

j ∈ {1, 2, . . . , n} | j > i y X(i) = X(j)
}
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B(C, i) =

{

j ∈ {1, 2, . . . , n} | j < i y X(j) = X(i) + 1
}

.Enton
es d(C, i) =
∣

∣A(C, i)
∣

∣ +
∣

∣B(C, i)
∣

∣ es el número de entradas iguales a 
ero en la
i-ésima 
olumna de MC (sin 
ontar la de la diagonal). Luego, re
ordando la des
rip
iónde las matri
es M

C−
y M

C+ dada en la prueba del Teorema 5.2.1, d(C, i) es la diferen
iaentre el número de entradas iguales a + en la i-ésima 
olumna de M
C+ y el número deentradas iguales a + en la i-ésima 
olumna de M

C−
. Por lo tanto d(C, i) =

(

λ(C+)
)

i
−

(

λ(C−)
)

i
, y

∣

∣

∣
λ̂(C)

∣

∣

∣
=

n
∏

i=1

(

d(C, i) + 1
)

.Probaremos enton
es que ∣∣I(C)
∣

∣ ≥
∏n

i=1

(

d(C, i)+1
), lo que es equivalente a la igualdadentre I(C) y λ̂(C) por un argumento de 
ardinalidad. Sabemos que ∣∣I(C)

∣

∣ es el númerode regiones de Sn 
uya 
lausura 
ontiene a C. Luego ∣∣I(C)
∣

∣ es el número de formas(módulo equivalen
ia) en las que es posible mover los intervalos de X una pequeñadistan
ia, 
ambiando las igualdades en X de la forma X(i) = X(j) o X(i) = X(j) + 1(
on i < j) a desigualdades. Probaremos que hay al menos ∏n
i=1

(

d(C, i) + 1
) formas deha
er esto.La prueba es por indu

ión en n. En el 
aso n = 2 es fá
il 
omprobar que la igualdadse tiene para las 
in
o 
aras en F2. Supongamos ahora que el teorema es 
ierto para

n − 1. Consideremos C ∈ Fn, y sea X una representa
ión por intervalos de C. Sea r elmínimo X(i), y sea k el mínimo i tal que X(i) = r. Por la es
ogen
ia de k no existe i talque i < k y X(i) = X(k), o i > k y X(k) = X(i) + 1. Es de
ir, para todo i 6= k se tieneque k /∈ A(C, i) y k /∈ B(C, i). La Figura 5.5 muestra un ejemplo de la representa
iónpor intervalos X, y señala 
uál es el intervalo Xk. En este 
aso k = 4, A(C, 4) = {6} y
B(C, 4) = {1, 2}.

X k Figura 5.5: Representa
ión por intervalosEnton
es, ignorando el intervalo Xk, por hipótesis de indu

ión tenemos que hay almenos ∏i6=k

(

d(C, i)+1
) formas distintas de mover (de la forma des
rita anteriormente)los intervalos de X ex
epto el intervalo Xk. Consideremos una de estas formas en las
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ión delintervalo número i. Podemos suponer sin perdida de generalidad que los intervalos fueronmovidos muy po
o, de tal forma que existe un intervalo abierto U alrededor de X(k)+1tal que X ′(i) + 1 ∈ U si y solo si X(i) + 1 = X(k) + 1, y X ′(i) ∈ U si y solo si X(i) =

X(k)+1. Enton
es los d(C, k) puntos de {X ′(i)+1 | i ∈ A(C, k)
}

∪
{

X ′(i) | i ∈ B(C, k)
}separan el intervalo U en d(C, k) + 1 intervalos abiertos disyuntos U0, U1, . . . , Ud(C,k).En la Figura 5.6 se presenta una posible forma de mover los intervalos de la Figura 5.5ex
epto Xk, y se muestran los intervalos U y U0, U1, . . . , Ud(C,k).

U0 U1

U

X’(2)
X(4)+1

X’(6)+1
X’(1)

U2 U3Figura 5.6: Posible forma de mover los intervalos ex
epto XkPara 
ada j tal que 0 ≤ j ≤ d(C, k), sea zj algún punto en el interior del intervalo
Uj , y de�namos una representa
ión por intervalos Yj : {1, 2, . . . , n} → R 
omo

Yj(i) =







X ′(i) si i 6= k

zj si i = k.

Yj es enton
es una representa
ión por intervalos obtenida moviendo los intervalos de
X una pequeña distan
ia (de la forma des
rita anteriormente). Como U fue es
ogidosu�
ientemente pequeño, Yj representa una 
ara (de he
ho, la 
lausura de una región)que 
ontiene a C. Además si i 6= j enton
es Yi y Yj representan diferentes 
aras, yaque Yi(k) ∈ Ui y Yj(k) ∈ Uj . Luego hemos probado que por 
ada forma de mover losintervalos de X ex
epto el intervalo Xk, hay por lo menos d(C, k)+1 regiones diferentesque 
ontienen a C en su 
lausura. Enton
es

∣

∣I(C)
∣

∣ ≥
(

d(C, k) + 1
)

∏

i6=k

(d(C, i) + 1
)

=
n
∏

i=1

(

d(C, i) + 1
)
omo queríamos, luego la prueba está 
ompleta.Una 
onse
uen
ia geométri
a de este teorema es la siguiente.



�5.3 46Corolario 5.3.2. Sean R1, R2, . . . , Rk ∈ R(Sn) tal que
C =

k
⋂

i=1

Ri 6= ∅,y llamemos P i = (P i
1, P

i
2, . . . , P

i
n) = λ(Ri) para 1 ≤ i ≤ k a sus etiquetas. Si R ∈ R(Sn)
umple que

(

mı́n
i

P i
1, mı́n

i
P i

2, . . . ,mı́n
i

P i
n

)

≤ λ(R) ≤

(

máx
i

P i
1, máx

i
P i

2, . . . ,máx
i

P i
n

)enton
es C ⊆ R̄.Demostra
ión. Claramente C es una 
ara de Sn. Además para todo i se tiene que C ⊆ Ri,por lo que λ(Ri) ∈ λ̂(C). Enton
es λ(C−) ≤ λ(Ri) ≤ λ(C+) para todo i, por lo quela hipótesis del 
orolario impli
a que λ(C−) ≤ λ(R) ≤ λ(C+), es de
ir, λ(R) ∈ λ̂(C).Luego por el teorema anterior, C ⊆ R̄.Otro importante 
orolario se enun
ia a 
ontinua
ión.Corolario 5.3.3. Sean C, D ∈ Fn. Enton
es C ⊆ D si y solo si λ̂(C) ⊇ λ̂(D).Demostra
ión. Nótese que por el teorema anterior λ̂(C) ⊇ λ̂(D) si y solo si
{

R ∈ R(Sn) | C ⊆ R̄
}

⊇
{

R ∈ R(Sn) | D ⊆ R̄
}

,luego el resultado se sigue.Si de�nimos In 
omo el orden par
ial de los intervalos de Pn que apare
en 
omoetiquetas de las 
aras de Sn, 
on el orden dado por I ≤ J si J ⊇ I, enton
es el 
orolarioanterior nos di
e que λ̂ es un isomor�smo entre Pn e In. Luego obtener una 
ara
te-riza
ión de los intervalos que apare
en en In nos daría una des
rip
ión 
ompletamente
ombinatoria del orden par
ial de 
aras del arreglo de Shi.Ahora, 
ada 
ara de Sn tiene una dimensión. Para ver 
omo esta se representa en suetiqueta ne
esitamos la siguiente de�ni
ión.Sea X una representa
ión por intervalos de una 
ara C ∈ Fn. Una 
adena de X esuna tupla (Xa1 , Xa2 , . . . , Xak
) de intervalos de X 
onstruida de la siguiente manera.Se es
oge Xa1 de tal forma que no exista i < ai tal que X(i) = X(a1)+1, ni i > a1tal que X(i) = X(a1).Una vez es
ogido Xaj
, si existe algún i < aj tal que X(i) = X(aj) enton
es

aj+1 = máx
{

i < j |X(i) = X(aj)
}. Si este i no existe, pero existe algún l > aj talque X(l) + 1 = X(aj), enton
es aj+1 = máx

{

l > j | X(l) + 1 = X(aj)
}.
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adena termina 
uando no existan i ni l des
ritos en el paso anterior.Para entender mejor esto, la Figura 5.7 muestra un ejemplo de la posi
ión que debentener los intervalos de una 
adena (X8, X5, X1, X9, X7, X6, X3, X4, X2).

Figura 5.7: Cadena (X8, X5, X1, X9, X7, X6, X3, X4, X2)

X puede tener varias 
adenas, pero la de�ni
ión impli
a que todas deben ser disyun-tas y que 
ada i ∈ {1, 2, . . . , n} debe pertene
er a alguna de estas. Es fá
il ver que elnúmero de 
adenas de la representa
ión por intervalos X es igual a la dimensión de la
ara C. Para esto, nótese que si movemos un po
o algún intervalo Xj para así obteneruna nueva representa
ión por intervalos X ′, enton
es todos los intervalos de la 
adena ala que pertene
e Xj deben también ser movidos junto a Xj si queremos que X ′ represen-te también a C. Además 
ada 
adena es �independiente� de las demás, es de
ir, podemosmover los intervalos de una sola 
adena sin mover los demás y seguir representando lamisma 
ara C.Proposi
ión 5.3.4. Sea C ∈ Fn, y denotemos λ̂(C) = [P, Q]. Enton
es
dim(C) =

∣

∣

∣

{

i ∈ {1, 2, . . . , n} | Pi = Qi

}

∣

∣

∣
.Demostra
ión. Sea X una representa
ión por intervalos de C. Re
ordemos las de�ni
io-nes de A(C, i), B(C, i) y d(C, i) dadas en la prueba del Teorema 5.3.1. Nótese que si

(Xa1 , Xa2 , . . . , Xak
) es una 
adena de X enton
es d(C, ai) = 0 si y solo si i = 1, ya quepara todo j se tiene que aj ∈ A(C, aj+1) ∪ B(C, aj+1). Luego el número de 
adenas de

X es igual al número de i ∈ {1, 2, . . . , n} tal que d(C, i) = 0. Pero habíamos visto que
d(C, i) = Qi − Pi, por lo que se tiene el resultado.Siguiendo 
on las mismas ideas podemos probar la siguiente proposi
ión.Proposi
ión 5.3.5. Sea C ∈ Fn, y λ̂(C) = [P, Q]. Enton
es

{Q1 − P1, Q2 − P2, . . . , Qn − Pn} = {0, 1, 2, . . . , m}para algún m ∈ N.
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ión. Sea X una representa
ión por intervalos de C. Nótese que si H =

(Xa1 , Xa2 , . . . , Xak
) es una 
adena de X enton
es

A(C, aj+1) ∪ B(C, aj+1) ⊆ A(C, aj) ∪ B(C, aj) ∪ {aj}para todo j, por lo que d(C, aj+1) ≤ d(C, aj) + 1. Luego Qaj+1 − Paj+1 ≤ Qaj
− Paj

+ 1para todo j. Como Qa1 − Pa1 = 0 enton
es {Qa1 − Pa1 , Qa2 − Pa2 , . . . , Qak
− Pak

} =

{0, 1, . . . , mH} para algún mH ∈ N. Por lo tanto, ha
iendo la unión sobre todas las
adenas de X, tenemos el resultado bus
ado.Nótese que esta proposi
ión restringe en gran 
antidad los posibles intervalos queapare
en 
omo etiquetas de alguna 
ara, por lo que es un paso ha
ia la 
ara
teriza
iónde los elementos de In. Por ejemplo, prohibe que el intervalo [12132, 32152] sea unaelemento de I5.Ahora 
ara
terizaremos los posibles tamaños de los intervalos que apare
en 
omoetiquetas de 
aras de una dimensión �ja.Proposi
ión 5.3.6. El 
onjunto
{

∣

∣λ̂(C)
∣

∣

∣

∣

∣ C ∈ Fn y dim(C) = k
}es el 
onjunto de todos los enteros positivos d tal que d = 2a13a2 · · · (m+1)am para algún

m ∈ N, donde ai > 0 para todo i y a1 + a2 + · · · + am = n − k.Demostra
ión. Sea C ∈ Fn tal que dim(C) = k, y sea λ̂(C) = [P, Q]. Llamemos ai =
∣

∣{j | Qj − Pj = i}
∣

∣. Por la Proposi
ión 5.3.5 tenemos que existe m tal que ai > 0 si ysolo si i ≤ m. Luego
∣

∣λ̂(C)
∣

∣ =
∣

∣[P, Q]
∣

∣ =

n
∏

i=1

(Qi − Pi + 1) = 2a13a2 · · · (m + 1)am .Además 
laramente a0 + a1 + · · · + am = n. Y por la Proposi
ión 5.3.4 tenemos que
a0 = k, por lo que a1 + a2 + · · · + am = n − k.Por otra parte, si tomamos a0, a1, a2, . . . , am tales que ai > 0 para todo i y a0 +a1 +

a2 + · · ·+ am = n enton
es es fá
il 
onstruir una representa
ión por intervalos X de una
ara C ∈ Fn tal que ai =
∣

∣{j | d(C, j) = i}
∣

∣. Luego, re
ordando que si λ̂(C) = [P, Q]enton
es d(C, j) = Qj − Pj , se obtiene el resultado.El Teorema 5.3.1 a�rma que λ̂(C) =
{

λ(R) |R ∈ R(Sn) y C ⊆ R̄
} para todo C ∈ Fn,por lo que la proposi
ión anterior también nos está dando informa
ión geométri
a delarreglo de Shi.Finalmente, 
ara
terizaremos los intervalos de Pn que apare
en 
omo etiquetas delas 
aras de dimensión 1.



�5.3 49Teorema 5.3.7. Sea I = [P, Q] un intervalo de Pn. Enton
es I es la etiqueta de una
ara de dimensión 1 si y solo si se 
umplen las siguientes 
ondi
iones.(a) Q es una permuta
ión del 
onjunto {1, 2, . . . , n}.(b) P está determinada por Q de la siguiente manera. Llamemos (a1, a2, . . . , an

)

=
(

Q−1(1), Q−1(2), . . . , Q−1(n)
), y sean 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n los números talque

{

i1, i2, . . . , ik−1

}

=
{

j ∈ {1, 2, . . . , n} | aj < aj+1

}

.Enton
es para todo r ∈ {1, 2, . . . , n}, si j es tal que ij < r ≤ ij+1 tenemos que
Par = ij−1 +

∣

∣

∣

{

l ∈ {1, 2, . . . , n} | ij−1 < l ≤ ij y al > ar

}

∣

∣

∣+ 1,
on la 
onven
ión que i−1 = 0.Demostra
ión. Para ver que las 
ondi
iones son ne
esarias, sea C ∈ Fn una 
ara dedimensión 1 tal que λ̂(C) = [P, Q], y sea X una representa
ión por intervalos de C. X
onsiste enton
es de una sola 
adena H = (Xb1 , Xb2 , . . . , Xbn
). Re
ordemos que Qi−1 esel número de entradas iguales a + en la i-esima 
olumna de M

C+ , y por lo tanto Qi − 1es el número de entradas iguales a + o a 0 en la i-ésima 
olumna de MC (ex
epto la dela diagonal). Es de
ir,
Qi =

∣

∣

∣

{

j | j > i y X(j) ≥ X(i)
}

∣

∣

∣
+
∣

∣

∣

{

j | j < i y X(j) ≥ X(i) + 1
}

∣

∣

∣
+ 1.Pero 
omo X 
onsiste sólo de la 
adena H enton
es para todo i

{

j | j > bi y X(j) ≥ X(bi)
}

∪
{

j | j < bi y X(j) ≥ X(bi) + 1
}

= {b1, b2, . . . , bi−1} ,por lo que Qbi
= i. Esto muestra que Q es una permuta
ión del 
onjunto {1, 2, . . . , n},y además que ai = bi para todo i.En la Figura 5.8 se muestra una representa
ión por intervalos de una 
ara C ∈ F9de dimensión 1. En este ejemplo, la permuta
ión Q = (9, 8, 3, 5, 7, 2, 4, 1, 6) y la su
e-sión (a1, a2, . . . , a9) = (8, 6, 3, 7, 4, 9, 5, 2, 1). Los números i0, i1, i2, . . . , ik son enton
es

(i0, i1, i2, i3) = (0, 3, 5, 9).Nótese que los números i0, i1, . . . , ik 
umplen que para todo m, ij < m ≤ ij+1 si ysolo si X(am) = X(a1) − j. Luego
ij =

∣

∣

∣

{

l | X(l) > X(a1) − j
}

∣

∣

∣.Re
ordemos también que Pi − 1 es el número de entradas iguales a + en la i-esima
olumna de M
C−

, y por lo tanto Pi − 1 es el número de entradas iguales a + en la
i-ésima 
olumna de MC . Es de
ir,

Pi =
∣

∣

∣

{

j | j > i y X(j) > X(i)
}

∣

∣

∣+
∣

∣

∣

{

j | j < i y X(j) > X(i) + 1
}

∣

∣

∣+ 1.
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Figura 5.8: Representa
ión por intervalos de una 
ara de dimensión 1Sea r ∈ {1, 2, . . . , n} y j tal que ij < r ≤ ij+1. Enton
es X(ar) = X(a1) − j. Luego,
omo X 
onsiste sólo de la 
adena H,
Par =

∣

∣

∣

{

l | l > ar y X(l) > X(ar)
}

∣

∣

∣
+
∣

∣

∣

{

l | l < ar y X(l) > X(ar) + 1
}

∣

∣

∣
+ 1

=
∣

∣

∣

{

l | l > ar y X(l) = X(ar) + 1
}

∣

∣

∣
+
∣

∣

∣

{

l | X(l) > X(ar) + 1
}

∣

∣

∣
+ 1

=
∣

∣

∣

{

l | l > ar y X(l) = X(a1) − (j − 1)
}

∣

∣

∣+
∣

∣

∣

{

l | X(l) > X(a1) − (j − 1)
}

∣

∣

∣+ 1

=
∣

∣

∣

{

m | am > ar y ij−1 < m ≤ ij
}

∣

∣

∣
+ ij−1 + 1,que era lo que bus
ábamos.Para el re
ípro
o, es fá
il ver que si I = [P, Q] es un intervalo de Pn que satisfa
e las
ondi
iones (a) y (b) enton
es I apare
e 
omo etiqueta de alguna 
ara de dimensión 1.De he
ho, la representa
ión por intervalos de�nida por

X
(

Q−1(i)
)

= −
∣

∣

∣

{

l ∈ {1, 2, . . . , n} | l < i y Q−1(l) < Q−1(l + 1)
}

∣

∣

∣representa una 
ara C de dimensión 1 que 
umple λ̂(C) = I.Este teorema tiene un bello 
orolario que se enun
ia a 
ontinua
ión.Corolario 5.3.8. Si R ∈ R(Sn) 
umple que λ(R) es una permuta
ión del 
onjunto
{1, 2, . . . , n} enton
es existe una úni
a 
ara C de dimensión 1 tal que C ⊆ R̄. Además,toda 
ara C ∈ Fn de dimensión 1 está 
ontenida en la 
lausura de una úni
a región
R ∈ R(Sn) tal que λ(R) es una permuta
ión del 
onjunto {1, 2, . . . , n}.Demostra
ión. Supongamos que R ∈ R(Sn) es tal que Q = λ(R) es una permuta
ióndel 
onjunto {1, 2, . . . , n}. Por el teorema anterior sabemos que existe una úni
a P ∈ Pntal que el intervalo [P, Q] = λ̂(C) para alguna C ∈ Fn de dimensión 1. Por el Teorema5.3.1 tenemos enton
es que C ⊆ R̄. Además para toda C ′ ∈ Fn de dimensión 1 tal que
C ′ ⊆ R̄ se tiene que Q ∈ λ̂(C ′), y 
omo Q es un elemento maximal de Pn enton
es



�5.3 51
λ̂(C ′) = [P ′, Q] para alguna P ′ ∈ Pn. Por lo tanto P = P ′ y enton
es C = C ′, lo quedemuestra la uni
idad de la 
ara C.Por otra parte, si C ∈ Fn es una 
ara de dimensión 1 enton
es por el teorema anterior
λ̂(C) = [P, Q], 
on Q una permuta
ión del 
onjunto {1, 2, . . . , n}. Por el Teorema 5.3.1, si
R ∈ R(Sn) es la región tal que λ(R) = Q enton
es C ⊆ R̄. Además para toda R′ ∈ R(Sn)tal que C ⊆ R̄′ se tiene que Q′ = λ(R′) ∈ [P, Q]. Luego si Q′ es una permuta
ión del
onjunto {1, 2, . . . , n} enton
es Q′ = Q, debido a que Q′ es maximal en Pn. Por lo tanto
R = R′, 
on lo que se prueba la uni
idad de R.Una 
onse
uen
ia 
lara de este resultado es la siguiente.Corolario 5.3.9. El número de 
aras de Sn de dimensión 1 es n!.Este es un 
aso parti
ular de un resultado más general, expuesto primero por Atha-nasiadis [2℄. Athanasiadis probó que si fk es el número de 
aras de Sn de dimensión kenton
es fk está dado por

fk =

(

n

k

)

·
∣

∣

∣

{

f : {1, 2, . . . , n − 1} → {1, 2, . . . , n + 1} | Im f ⊇ {1, 2, . . . , n − k}
}

∣

∣

∣
.Sin embargo la prueba de Athanasiadis es una prueba indire
ta, por lo que la pruebabiye
tiva expuesta aquí nos permite una mayor 
laridad sobre la 
ombinatoria del arreglode Shi.



Capítulo 6
Con
lusiones y perspe
tivas
Los resultados expuestos en este trabajo re�ejan ampliamente las propiedades 
ombi-natorias del arreglo de Shi, y muestran que todavía restan bastantes aspe
tos de estepor entender. También es 
laro que el etiquetamiento de las regiones es mu
ho más queuna herramienta para 
ontar, ya que provee informa
ión sobre la estru
tura de tipogeométri
o y 
ombinatorio del arreglo de Shi.Stanley ha generalizado este etiquetamiento a una 
lase más amplia de arreglos dehiperplanos, llamados los arreglos de Shi extendidos. Es bastante probable que varios delos resultados que se presentan en el 
apítulo 5 puedan ser extendidos a estos arreglos,por lo que se 
onsidera un posible estudio en esta dire

ión. También resulta interesantela posibilidad de aislar las propiedades del etiquetamiento de las regiones que permitieronprobar el Teorema 5.2.1 y el Teorema 5.3.1. De esta forma se podrían apli
ar métodossemejantes a los aquí expuestos en diferentes arreglos de hiperplanos.Por otra parte, el etiquetamiento de las 
aras abre paso a varios interrogantes. Enprimer lugar, se bus
a lograr una 
ara
teriza
ión total y simple de los intervalos queapare
en 
omo etiquetas de alguna 
ara, para así obtener una des
rip
ión 
ompletamen-te 
ombinatoria del orden par
ial de 
aras del arreglo de Shi. También se espera podergeneralizar a mayores dimensiones la forma en que fueron 
ontadas las 
aras de dimen-sión 1, y así en
ontrar una prueba 
ombinatoria del resultado dado por Athanasiadis.Finalmente, el etiquetamiento de las 
aras abre 
laramente la puerta para una apli
a
ióna la teoría de 
aminos aleatorios en arreglos de hiperplanos, 
omo es de�nida por Browny Dia
onis [5℄.
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