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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de arreglos de hiperplanos debe sus origenes a antiguos problemas como el
siguiente: ;Cudl es el maximo ntmero de pedazos en los que es posible dividir un queso
usando n cortes rectos? Sin embargo, solo desde la segunda mitad del siglo XX empez6
a surgir como una teorfa general. Por esta época se desarrollaron varios resultados, como

el teorema de Zaslavsky, que le dieron importancia e unidad.

Aunque los arreglos de hiperplanos pueden ser definidos de manera sencilla, estos
conllevan a bellos y profundos resultados. En su estudio se relacionan distintas ramas
de la matematica, como lo son la combinatoria, el algebra, la topologia y la geometria
algebraica; y se vislumbran interesantes relaciones entre dichas disciplinas. El arreglo
de Shi es un arreglo de hiperplanos que ha mostrado tener asombrosas propiedades
combinatorias. Fue considerado primero por Shi en su investigacién de los grupos afines
de Weyl, donde lo estudié usando técnicas de la teorfa combinatoria de grupos. El arreglo
de Shi ha continuado apareciendo en el contexto de los grupos afines de Weyl, y ademés
se ha convertido en un objeto de gran interés para la combinatoria. Son estas algunas

de las razones que motivan este estudio.

Este trabajo tiene tres objetivos bien definidos. Primero, pretende mostrar y probar
algunos importantes resultados, tanto antiguos como modernos, de la teoria de arreglos
de hiperplanos. También busca ilustrar cémo estos métodos, y algunos de la combinatoria
enumerativa, pueden ser aplicados al arreglo de Shi. Finalmente, intenta mostrar nuevos
avances desarrollados por el autor en la comprension de los aspectos combinatorios de

este arreglo.

El trabajo se organiza de la siguiente manera: el capitulo 2 presenta los fundamentos
sobre los que se desarrolla el trabajo. Se asumen algunos conocimientos bésicos de dlgebra

lineal y teoria de campos.

En el tercer capitulo se prueban dos bellos teoremas que son ejemplo de la relaciéon



§1.0 2

entre los arreglos de hiperplanos y la combinatoria. El moderno método de campos finitos
es uno de ellos, y ha probado ser de gran utilidad en la prueba de distintos resultados.
También se presenta el teorema de Zaslavsky, uno de los primeros grandes teoremas en
la teorfa de arreglos de hiperplanos. Finalmente se desarrolla una aplicaciéon a la teoria
de grafos, en la que se ve la interesante relacién entre los arreglos de hiperplanos y otras

areas de la matematica.

El cuarto capitulo presenta céomo los teoremas anteriores y la combinatoria enume-
rativa pueden ser aplicados a problemas sobre el arreglo de Shi. En particular, se exhibe
una biyeccion entre las regiones de este arreglo y las funciones de parqueo, la cual permite

calcular facilmente el nimero de estas regiones.

En el capitulo 5 se presentan algunos nuevos avances que revelan un poco la estructu-
ra de la biyecciéon anteriormente descrita. Se extiende dicha biyeccién a todas las caras
del arreglo de Shi, y se muestran algunos sorprendentes resultados que permiten una

mejor comprension de la geometria y la combinatoria del arreglo de Shi.

Finalmente, en el sexto capitulo se discuten algunas conclusiones y perspectivas que

se desprenden de este trabajo.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se presentan los conceptos basicos sobre los que se fundamenta el traba-
jo. En la primera parte se definen los arreglos de hiperplanos y otras nociones relaciona-
das. La segunda parte se centra en definir el orden parcial de intersecciones y demostrar
algunas de sus propiedades. Finalmente, en la tercera parte se desarrolla brevemente la

teoria de 4lgebras de incidencia, y se introducen los polinomios caracteristicos.

2.1. Arreglos de hiperplanos

Sea K un campo, y sea V = K™ un espacio vectorial sobre K de dimensiéon n. Un

hiperplano lineal en V es un subespacio H de V de la forma
H={veV|a-v=0},
donde « es un vector fijo de V' distinto de cero, y « - v denota el producto punto usual:
n
(a1, 9, ... 0p) -« (V1,02,...,0,) = Z 0 0;.
i=1
En otras palabras, un hiperplano lineal es el kernel de una aplicaciéon lineal no nula

f:V — K. Sin embargo, vale la pena tener presente la siguiente caracterizacion.

Proposicién 2.1.1. H es un hiperplano lineal en V =2 K" si y solo si H es un subespacio

n — 1 dimensional de V.

Demostracion. Si H es un hiperplano lineal en V' entonces H es el kernel de una aplica-
ciéon lineal no nula f : V — K. Por lo tanto V/H = K, luego dim(V/H) = 1. Entonces

H es un subespacio n — 1 dimensional de V.
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Por otro lado, si H es un subespacio n — 1 dimensional de V entonces existe v € V'
tal que V' = gen(H,v). Luego todo elemento de V se puede escribir de manera tnica
como la suma de un elemento de H y un miiltiplo escalar de v. Por lo tanto la aplicacién
lineal f:V — K dada por

f(h+Xv)=X\ donde he Hy X € K,

estd bien definida, y tiene como kernel al subespacio H. Entonces H es un hiperplano
lineal en V. O

Un hiperplano (afin) en V es la traslacion J de un hiperplano lineal en V', es decir,
J={veV|a-v=a},

donde de nuevo « es un vector fijo de V distinto de cero (diremos que « es un vector
normal al hiperplano J), y a € K. En general, diremos que L es un subespacio afin de
V si L es la traslacion de un subespacio W de V. En este caso, la dimension dim(L) de

L se define como la dimension de W.

Un arreglo de hiperplanos (finito) en V es un conjunto finito A de hiperplanos en
V. La dimension dim(A) de A se define como la dimension de V, mientras que el ran-
go rango(A) de A se define como la dimension del subespacio de V' generado por las

normales a los hiperplanos en A.

Tomemos ahora K = Ry V = R"”, y sea A un arreglo de hiperplanos en V. Una

region de A es una componente conexa del complemento X de los hiperplanos en A:

X =R"— U H.
HeA

Llamaremos R(A) al conjunto de todas las regiones de A, y

al niimero de regiones de A. Si W es el subespacio de V' generado por las normales a los
hiperplanos en A, diremos que una region R € R(A) es relativamente acotada cuando

RNW es acotado. Llamaremos b(A) al namero de regiones de A relativamente acotadas.

Ejemplo 2.1.2. Tomemos K = R, y consideremos el arreglo A de hiperplanos en R?
que consiste de las m rectas definidas por x = a1, = ag, ..., * = a,, (las coordenadas
en R? son z y ), donde a; < ag < --- < a,, son m numeros reales. El subespacio W
de R? generado por las normales a los hiperplanos en A es el eje . Luego dim(A) = 2
y rango(A) = 1. Las regiones relativamente acotadas de A son las regiones definidas
por a; < = < a;4+1, con 1 < ¢ < m — 1. Hay dos regiones mas en R(A) que no son
relativamente acotadas, estas estan definidas por < aj y por & > a,,. Por lo tanto
r(A)=m+1ybA)=m—1.
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2.2. El orden parcial de intersecciones

Un conjunto parcialmente ordenado u orden parcial es un conjunto P junto con una

relaciéon binaria < que satisface las siguientes tres propiedades:

1. (Reflexividad) Para todo x € P, se tiene que x < z.
2. (Antisimetria) Para todo x,y € P, si x <y y y < z entonces x = y.

3. (Transitividad) Para todo x,y,2 € P,siz <y y y < z entonces x < z.

Usaremos las abreviaciones comunes, por ejemplo x < y cuando x <yyzr #y,0y >«

cuando x < y. Si z <y en P entonces el intervalo (cerrado) [x,y] de P se define como
[zy]={zePlr<z<y;.

Un elemento x € P es un elemento minimal (resp. maximal) de P si no existe y € P tal

que y < x (resp. y > x).

Definicion 2.2.1. Sea A un arreglo de hiperplanos en V. El orden parcial de intersec-
ciones de A, denotado por L(A), es el conjunto de todas las posibles intersecciones no
vacias entre hiperplanos en A (incluyendo a V' como la intersecciéon sobre el conjunto

vacio), con el orden definido por x < y en L(A) si z D y (como subconjuntos de V).

Notese que todos los elementos de L(A) son subespacios afines de V. Ademés el
elemento V' € L(A) es minimo en el orden, es decir, para todo = € L(A) se tiene que
V <u.

Si x y y son elementos de un orden parcial P, diremos que y cubre a z, y lo deno-
taremos x << y, si * < y y no existe z € P tal que z < z < y. El diagrama (de Hasse)
de un orden parcial finito P se obtiene dibujando los elementos de P como puntos, con
x mas abajo que y si z < y, y dibujando una arista entre x y y si < y. La Figura 2.1
muestra algunos ejemplos de arreglos de hiperplanos en R? junto con el diagrama de su

orden parcial de intersecciones.

Una cadena de longitud k en un orden parcial P es un conjunto xg < x1 < --- < x de
elementos de P. Diremos que el orden parcial P es graduado de rango n si toda cadena
maximal en P tiene longitud n. En este caso existe una funcion rango rg : P — N

definida por:

» rg(xz) = 0 si z es un elemento minimal de P.

» rg(y) =rg(x)+1siz<yen P.
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D> PP

Figura 2.1: Arreglos de hiperplanos en R? y su orden parcial de intersecciones

Teorema 2.2.2. Sea A un arreglo de hiperplanos en un espacio vectorial V. = K™,
Entonces el orden parcial de intersecciones L(A) es graduado de rango igual a rango(A).

La funcion rango de L(A) estd dada por
rg(x) = codim(x) = n — dim(z),
donde dim(x) es la dimension de x como subespacio afin de V.

Demostracion. Como L(A) tiene un tnico elemento minimal V', entonces toda cadena
maximal en L(A) es de la forma V = xg < x] < x9 < -+ < a1, donde xj, es un elemento

maximal de L(A). Luego basta probar que:

(a) Siz <yen L(A) entonces dim(x) — dim(y) = 1.

(b) Todos los elementos maximales de L(A) tienen dimension n — rango(A).

Para probar (a), supongamos que x es un subespacio afin de V' y que H es un
hiperplano en V tal que H Nz # (). Tomemos v € H N z. Entonces H' = H — v es un
hiperplano lineal en V', por lo que H' es el kernel de una aplicacion lineal f: V — K.
Si 2’ = x — v entonces x’ es un subespacio de V. Luego la restriccion f [ : 2/ — K de
f a 2’ es una aplicacion lineal con kernel H' N x’. Por lo tanto, si f |,/ es idénticamente
nula entonces H' Nz’ = 2/, de donde H Nz = z. Si no, H' Nz’ es un hiperplano en 2/,
por lo que dim(H' Na') = dim(z’) — 1. Pero H' N2/ = (H Nz) — v, luego

dim(H Nz) = dim(H' N2') = dim(z’) — 1 = dim(z) — 1.
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Resumiendo, tenemos que si z es un subespacio afin de V', y H es un hiperplano en V
tal que H Nz # () entonces H Nz =z o dim(H Nz) = dim(z) — 1.

Ahora, si x <y en L(A) entonces y = Hi N Hy N ---N Hy Nz, donde los H; son
hiperplanos de A y d > 1. Como y es un subconjunto propio de = entonces existe algin
H; (1 <j <d)tal que z = HjNx es un subconjunto propio de z. Luego por lo probado
anteriormente tenemos que dim(z) = dim(z) — 1. Ademés z < z < y en L(A), lo que
implica que z = y. Por lo tanto dim(y) = dim(z) — 1, con lo que concluye la prueba de
(a).

Para probar (b), supongamos que x € L(A) tiene la mayor codimension entre todos
los elementos de L(A), y llamemos d = codim(z). Entonces = es la interseccion de d
hiperplanos en A linealmente independientes (es decir, cuyas normales son linealmente
independientes), digamos z = Hy N He N --- N Hy. Tomemos y € L(A) tal que e =
codim(y) < d. Entonces y es la interseccion de e hiperplanos en A, por lo que existe
algan H; (1 < j < d) que es linealmente independiente de estos. Luego y N H; # 0 es
un elemento de L(A) mayor que y. Por lo tanto y no es un elemento maximal de L(A),

lo que prueba (b). O

2.3. El polinomio caracteristico

Un orden parcial P es localmente finito si todo intervalo [z, y] de P es finito. Denotaremos
por Int(P) al conjunto de todos los intervalos (cerrados) de P. Simplificando la notacion,

para cualquier funciéon f : Int(P) — Z escribiremos f(z,y) en vez de f([z,y]).

Definiciéon 2.3.1. Sea P un orden parcial localmente finito. La funcién p = up :
Int(P) — Z, llamada la funcién de Mébius de P, se define recursivamente de la siguiente

manera.:

wu(x,xz) =1, para todo = € P

wlx,y) = — Z wu(z, z), para todo x < y en P.
r<z<y

Notese que esta ultima condicion es equivalente a

Z wu(z,z) =0, para todo < y en P.
<2<y

Una de las principales razones a las que se debe la importancia de la funcién de Mé-
bius es la formula de inversion de Mobius. Aunque esta puede ser demostrada de manera
sencilla, para probarla desarrollaremos un poco la teoria de algebras de incidencia, lo

que proporciona una mejor comprension de este resultado.
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Si P es un orden parcial localmente finito, llamaremos J(P) = J(P, K) al espacio
vectorial de todas las funciones f : Int(P) — K. De nuevo para simplificar la notacion, si
f € I(P) escribiremos f(z,y) en vez de f([z,y]). Podemos considerar de manera natural
a la funcion g = pp como un elemento de J(P). Ahora, para f,g € J(P) definamos el
producto (o convolucion) fg € J(P) de la siguiente manera:

folwy) = > f(x,2)g9(zy).

z<z<y

Es facil ver que este producto hace de J(P) un algebra asociativa, con identidad multi-
plicativa § € J(P) (llamada la funcidn 6 de Kronecker) definida por

1, siz=y
o(x,y) = ,
0, siz<uy.

Proposicion 2.3.2. Sea f € J(P). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) f tiene inverso por la derecha.
(b) f tiene inverso por la izquierda.
(c) f es invertible (es decir, f tiene un inverso por ambos lados).

(d) f(x,x)# 0 para todo x € P.

Demostracion. Supongamos que f tiene inverso por la derecha, es decir, existe g € J(P)

tal que fg = d en J(P). Esto es equivalente a

f(z,z) g(x,z) =1, para todo = € P,

g(z,y) = —f(z,2)"" Z f(z,2)g(z,y), para todo z < y en P.
<2<y
Luego f tiene inverso por la derecha si y solo si f(x,z) # 0 para todo z € P. De la
misma forma podemos ver que f tiene inverso por la izquierda si y solo si f(x,z) # 0
para todo x € P,y por lo tanto, si y solo si f tiene inverso por la derecha. Pero si f
tiene inverso por la izquierda y por la derecha entonces estos deben ser iguales, por lo

que f es invertible. O

La funcion zita ¢ € I(P) se define como ((z,y) = 1 para todo < y en P. Entonces
la definicion de la funcion p (Definicion 2.3.1) expresa simplemente la relacion u¢ = 6 en
J(P). Luego por la proposicién anterior, esto implica que ¢ es invertible y que (71 = u

en J(P).

Habiendo hecho estas consideraciones, ahora si probaremos el siguiente teorema.
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Teorema 2.3.3 (Formula de inversion de Mdbius). Sea P un orden parcial finito con
funcion de Mdébius u, y sean f,g : P — K. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:

(1) f(z) = Zg(y), para todo x € P.
y>x

(i)  g(z) = Z,u(a:,y) f(y), para todo x € P.

y>x

Demostracion. El conjunto KT de todas las funciones h : P — K forma un espacio
vectorial sobre el que J(P) actua (por la izquierda) como un algebra de transformaciones

lineales de la siguiente manera:

(Vi) (x) = (@, y) h(y),

y>z

donde h € K¥ y v € J(P). Como (™! = p en J(P) entonces

f=C = uf=y,
que es precisamente la formula de inversién de Mobius. ]
Recordemos que si A es un arreglo de hiperplanos en V' entonces el elemento V €

L(A) es minimo en L(A). En general, si P es un orden parcial con elemento minimo, a

este lo denotaremos por 0 = 0p. En este caso escribiremos () en vez de pu(0,z).

Definicion 2.3.4. Sea A un arreglo de hiperplanos en V' = K™. El polinomio caracte-
ristico x a(t) € Z[t] de A se define como

xalt)= Y pla)tim),

z€L(A)
Notese que el polinomio caracteristico de A es siempre de la forma
Xa(t) =" — [A[£" T 4
Ejemplo 2.3.5. Tomemos K = R, y consideremos el arreglo A de hiperplanos en R?
consistente de las cuatro rectas definidas por:
y =0, z—y=0, z+y =0, y = 1;
donde las coordenadas de R? son z y y.

La Figura 2.2 muestra el arreglo A y su orden parcial de intersecciones L(A). Ademaés,
junto a cada elemento = de su orden parcial de intersecciones se ha puesto el valor de la

funcion u(x).
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Figura 2.2: Arreglo A, junto con L(A) y su funcién p

El polinomio caracteristico de A es entonces

xalt) =t* —4t +4 = (t — 2)

10



Capitulo 3

El polinomio caracteristico y el

numero de regiones

En este capitulo se exploran de una manera mas profunda las propiedades del orden
parcial de intersecciones y el polinomio caracteristico de un arreglo de hiperplanos en
R™, y se relacionan con el nimero de regiones de este. En particular, se exponen dos

grandes resultados: el método de campos finitos y el teorema de Zaslavsky.

El método de campos finitos es un sorprendente método que permite trasladar el
problema del calculo de un polinomio caracteristico a un problema de enumeracion
finita. Este método se presenta en la primera parte del capitulo. El resultado principal
estaba ya implicito en el trabajo de Crapo y Rota [6], pero fue desarrollado por primera
vez como una herramienta sistemética en 1996 por Athanasiadis [1]| [2]. Blass y Sagan

también presentaron una técnica parecida pero no tan general [4].

En la segunda parte se expone un bello teorema que relaciona el polinomio carac-
teristico de un arreglo de hiperplanos en R™ con su ntimero de regiones. Es uno de los
primeros grandes resultados en la teoria de arreglos de hiperplanos, y se debe a Zaslavsky
en 1975 [14].

3.1. El método de campos finitos

Tomemos K = R, y sea J un hiperplano en R” de la forma
J=A{ZeR"|a-Z=a},

donde o = (a1, a9,...,a,) € Q" es distinto de cero, y a € Q. En este caso, diremos
que J es un Q-hiperplano. Multiplicando por un entero adecuado, podemos suponer que

a € Z"y que 0 < a € Z. Ademas, podemos dividir entre el maximo comun divisor
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med(aq, g, ..., an,a), asi que es valido asumir que med(aq, g, ..., an,a) = 1. Hechas
estas consideraciones, a la ecuacion « - & = a la llamaremos ecuacidn principal de J.
Claramente existen unos tunicos a € Z" y a € Z que cumplen estas condiciones, por lo

que cada Q-hiperplano en R" tiene asociada una tnica ecuacién principal.

Ahora, sea A = {Hy, Ha, ..., Hy} un arreglo de Q-hiperplanos en R™. Supongamos
que para todo i la ecuacién principal de H; es «; - £ = a4, donde a; € Z™ y a; € Z.
Para todo primo p denotaremos por [, al campo de p elementos. Podemos considerar
las coordenadas de a; modulo p y asi obtener (o), € (Fp)", y también a; médulo p para
obtener (a;), € F). Luego, si p es tal que («;), # 0 para todo ¢ entonces llamaremos A,

al arreglo de hiperplanos en (IF,)" consistente de los hiperplanos

(Hi)p = {Z € (Fp)" | (i)p - T = (ai)p},

con 1 < ¢ < k. En este caso, diremos que el arreglo A es reducible médulo p. Ademés,

diremos que el arreglo A tiene buena reduccion mddulo p si L(A) = L(A,).

Ejemplo 3.1.1. Sea A el arreglo de hiperplanos en R!' = R consistente de los puntos
—%, 0 y 6. Claramente estos puntos son Q-hiperplanos en R. Las ecuaciones principales

de estos son
—2z =1, x =0, T = 6;

respectivamente. Luego A es reducible médulo p si y solo si p # 2. Ademaés, A tiene buena
reduccion médulo p si y solo si los tres hiperplanos siguen siendo distintos después de la
reduccion, es decir, si y solo si =271, 0 y 6 son distintos modulo p. Por lo tanto A tiene

una buena reduccién moédulo p cuando p es distinto de 2, 3 y 11.

Teorema 3.1.2. Sea A un arreglo de Q-hiperplanos en R™. Entonces A tiene buena

reduccion modulo p para todos excepto finitos primos.

Demostracion. Supongamos que A = {Hy, Ho,...,H,,} y que para todo i la ecuacion
principal de H; es «; - £ = a;. Claramente existen finitos primos p para los que A no es
reducible médulo p. Sea p un primo tal que A es reducible médulo p, y llamemos rg a

la funcion rango de L(A) y rg, a la funcion rango de L(Ap).

Mostraremos primero que L(A) = L(A,) si para todo S C {1,2,...,m} se tiene que

(NHi#0 < ((H)p#0 (3.1)

i€S €S

() H #@:rg(ﬂ H> :rgp<ﬂ(Hi)p>. (3.2)

i€S €S €S
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Supongamos que para todo S C {1,2,...,m} se tiene (3.1) y (3.2), y definamos la
funcién F : L(A) — L(Ap) como

F(ﬂ H> = (" (Hi)p.

i€S €S

F estd bien definida, ya que si
T = ﬂ H; #0

€S

entonces por (3.1) tenemos que

€S
y ademads, si
T = H;
€S’
para algtn otro S" C {1,2,...,m} entonces
r = m Hi,
1eSuUS’

por lo que

€S 1€SuUs’ €S’
y entonces por (3.2)

rg, (ﬂ(Hi)p) = rgp< N (Hi)p> =r1g, ( N (Hi)p),

€S 1eSus’ €S’

lo que implica que

NH)p= () Hp=[)Hip

i€S i€SuUs’ ies’

Por la condicion (3.1) F' es sobreyectiva. Ademés F es inyectiva, ya que si

Y= m(Hi)p = m (Hi)p # 0

€S €S’

para S, 5" C {1,2,...m} entonces

lo que implica que

rgp((](m)p) :rgp< N <Hz->p> =rgp(ﬂ<Hi>p>

iesS i€SuUs’ ies’
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y entonces por (3.2)

e(Qm) =l 0 ) (0 )

(VHi= () Hi=[)H:

€S i€SuUs’ i€s’

por lo que

Finalmente es claro que F respeta el orden, por lo que F' es un isomorfismo entre L(A)
y L(Ap).

Por otra parte, supongamos que Ji, Jo, . .., Ji son hiperplanos en un espacio vectorial
V 2 K™ y digamos que J; es el conjunto solucion de la ecuacion §;-Z = b;, donde 5; € K™
y b; € K. Entonces JyNJyN---NJ, # 0 siy solo si existe v € V tal que 3; - v = b; para
todo 4. Luego, considerando los (3; como vectores fila, J; N Jy N -+ N Jg # () si y solo si

b1 b1
ba B2
elm| |,
br Bk
o lo que es lo mismo,
1 b 61
B2 be B2
rango | =rango
Br b Bk
Ademés en este caso se tiene que
b1
. B2
codim(J; N JaN---NJg) =rango |
Bk
Ahora, si S = {i1,i2,...,i5-} C{1,2,...,m} es no vacio, llamemos
a;, g ag,
i, iy gy
Mg = ) Ng =1 . ;
Q;, Qg Qg
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y
(@) @y (@),
(it = || (g = | 2 (e
(@i (@ (@),

Luego por lo probado anteriormente y en vista del Teorema 2.2.2, tenemos que para
todo S C {1,2,...,m} se cumple (3.1) y (3.2) si, para todo S C {1,2,...,m} no vacio

se tienen las ecuaciones

rangog. (Mg) = rangog,\n (Ms)p) (3.3a)

rangog. (Ng) = rangog,\n ((Ng)p)- (3.3b)

Pero sabemos que el rango de una matriz A es mayor o igual que ¢ si y solo si A tiene
una submatriz B de tamano ¢ x t con det(B) # 0. Entonces las ecuaciones (3.3) no se
cumplen si y solo si existe una matriz A = Mg o A = Ng para algan S C {1,2,...,m}
tal que todas sus submatrices de tamano rango(A) x rango(A) con determinante distinto
de cero (hay por lo menos una de estas submatrices) tienen determinante multiplo de p.
Pero claramente esto puede pasar sélo para finitos primos p, ya que p debe ser un divisor
del determinante (distinto de cero) de una submatriz de alguna matriz Mg o Ng, de las

que solo hay finitas.

Por lo tanto, las ecuaciones (3.3) se tienen para todos excepto finitos primos p. Luego

L(A) = L(Ap) para todos excepto finitos primos p, con lo que concluye la prueba. [

Este teorema junto con el siguiente forman una herramienta bastante ttil para cal-

cular polinomios caracteristicos.

Teorema 3.1.3 (Método de campos finitos). Sea A un arreglo de Q-hiperplanos en R™,

y sea p un primo tal que A tiene buena reduccion modulo p. Entonces

) = |E) - | H'
HeA,
=p" - U H.
HEA,

Demostracion. Notese que si z € L(A,) entonces, como x es un subespacio afin de (IF,,)",
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se tiene que || = pU™(®@). Ahora, definamos las funciones f, g : L(A,) — Z como
f(x) = |=|
g(z) = |z = J |-
y>x

En particular,

Ademas, claramente se tiene que
fl@)=> gy)
y>x

Si denotamos por £ a la funcion de Mobius de L(A,) entonces por la formula de inversion

de Mobius (Teorema 2.3.3) tenemos que

g(x) = pux,y) f(y)

y>z

=> p(z,y) pmW.

y>z

Reemplazando z = 0 obtenemos

9(0) = > py)p™¥ =xa(p).
yEL(Ap)

Esta ultima igualdad se debe a que L(A) = L(A,) y a que dim(A) = dim(A,). O
A continuacién trataremos de ilustrar la gran utilidad de este método.
Ejemplo 3.1.4. Consideremos el arreglo en R"
Hep: =0 (1<i<n).

Sea p un primo tal que H,, tiene buena reducciéon médulo p. Entonces por el método de

campos finitos tenemos que

xse,(0) = |E)" = |J H'
He(In)p
= ){(:cl,xg,...,xn) € (Fp)" | z; # 0 para todo 1 <i < n}‘

={@-D"

Como esta igualdad se tiene para infinitos primos p (Teorema 3.1.2), entonces ambos

polinomios deben ser iguales, es decir,

Xaq, (1) = (= 1)".
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Notese que de esta manera podemos calcular polinomios caracteristicos sin tener que

describir el orden parcial de intersecciones ni su funcién de Mé&bius.

Existe una gran cantidad de aplicaciones interesantes del método de campos finitos.

El siguiente ejemplo muestra una de ellas.

Ejemplo 3.1.5. Un grafo (finito) G = (V, E) esta compuesto de un conjunto finito
V' de vértices y un conjunto E de aristas, donde E C [V]Z. Diremos que dos vértices
son adyacentes si pertenecen a una misma arista. Claramente la estructura del grafo no
depende del conjunto V' sino de las aristas entre los vértices, asi que podemos suponer

que V ={1,2,...,n} para algun n.

Dado un grafo G = (V, E), diremos que una funciéon x : V — Z* es una coloraciéon
propia de G si se cumple que k(u) # k(v) para cada par de vértices adyacentes u, v. Si
q € 7", denotaremos por x(q) al nimero de coloraciones propias x: V — {1,2,...,q}

de G.

Es facil ver que x(q) resulta ser en realidad un polinomio en ¢, por lo que se llama
el polinomio cromdtico de G. Para esto, llamemos e; = e;(G) al nimero de coloraciones
propias sobreyectivas k : V' — {1,2,...,i}. Entonces podemos escoger una coloracion
propia £ : V. — {1,2,...,q} primero escogiendo el tamano i = ‘ﬁ(V)} de su imagen,

luego escogiendo los elementos de (V') de (‘f) formas, y finalmente escogiendo « de e;

xa(q) = zn:‘fi <3>

=1

formas. Por lo tanto

Como (?) =q(q—1)---(¢—i+1)/i! es un polinomio en g, entonces xg(g) también lo

es. Luego escribiremos x¢(t), con ¢ una indeterminada.

Ahora, si G = (V, E) es un grafo con vértices V = {1,2,...,n}, definamos el arreglo

de hiperplanos en R"
Ag: zi—xzj=0 i {i,j} € E.

Existen varias relaciones entre el grafo G y su arreglo de hiperplanos Ag, tales como la
siguiente. Sea p un primo tal que Ag tiene buena reducciéon moédulo p. Entonces por el

método de campos finitos

XAg(P) =

ey U H'

He(Ac)p
= ‘{(ml,xz,...,xn) € (Fp)" |z #xjsi {i,j} € E}‘

= xa(p)-
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Por el Teorema 3.1.2 esta igualdad se tiene para infinitos primos, por lo que ambos

polinomios deben ser iguales. Es decir,

xa(t) = xag(t)-

Entonces, como corolario, tenemos que el polinomio croméatico de G tiene coeficientes
enteros y es de la forma
xat) =t" —|E[t" 4.

3.2. El teorema de Zaslavsky

Sea A un arreglo de hiperplanos en R™, y sea H un hiperplano en A. Podemos ver a
R"~! como subconjunto de R” mediante la inclusion canoénica i : R"~! — R™ definida por
i(x1,22,...,0p_1) = (1,22,...,7,_1,0). Asi que podemos suponer que H = R"~! C
R™. Al arreglo de hiperplanos A — {H} en R", o simplemente A — H, lo llamaremos la
eliminacion de H del arreglo A. Por otra parte, al comienzo de la prueba del Teorema
2.2.2 mostramos que si J es un hiperplano en R" distinto de H tal que J N H # 0
entonces J N H es un hiperplano en H. Luego A/H ={JNH #0|J€A—H} es un
arreglo de hiperplanos en H = R"™!, al que llamaremos la restriccion de A a H. En la
Figura 3.1 se muestra un ejemplo de un arreglo A en R? y un hiperplano H € A. Al

lado se exhibe la eliminacién de H, y abajo la restriccién a H.

A A-H

A/H

Figura 3.1: Ejemplo de eliminacién y de restriccién

Ahora estableceremos recurrencias para el nimero de regiones y el polinomio carac-

teristico de un arreglo de hiperplanos en R™.

Lema 3.2.1. Sea A un arreglo de hiperplanos en R™, y sea H un hiperplano en A.

Entonces

r(A)=r(A—H)+r(A/H)
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b(A) b(A—H)+b(A/H), sirango(A — H) = rango(A)
0, si rango(A — H) = rango(A) — 1.
Demostracion. Notese que r(A) es igual a r(A — H) mas el ntunero de regiones de A — H
que son divididas en dos por H. Si R es una de estas regiones entonces R = RN H
es una region de A/H. Ahora, si R’ es una region de A/H entonces los puntos de R”
cerca de R’ a ambos lados de H deben estar en una misma region R de A — H, ya
que cualquier hiperplano de A — H que los separara intersectaria a R’ y la dividiria en
regiones distintas. Luego H divide a R en dos regiones. Por lo tanto, existe una biyeccién
entre las regiones de A — H que son divididas en dos por H y las regiones de A/H, con

lo que queda probada la primera recurrencia.

Probaremos ahora la segunda recurrencia. De nuevo podemos asumir que H = R"~!,
Supongamos primero que rango(A — H) = rango(A), es decir, que el vector normal a H
es combinacién lineal de los vectores normales a los demaés hiperplanos en A. Entonces
el subespacio W generado por los vectores normales a los hiperplanos en A es el mismo
subespacio generado por los vectores normales a los hiperplanos en A — H. Se tiene
entonces que b(A) es igual a b(A — H) mas el numero de regiones de A — H que H divide
en dos y al hacerlo, alguna de las dos regiones resultantes es relativamente acotada en
A. Claramente si R € R(A — H) es una de estas regiones, es decir, si R es dividida por
H en dos regiones Ry y Ry con Ry N W acotado, entonces la region R = RN H de
A/H cumple que RNW N H es acotado. Pero W N H es el subespacio generado por las
normales a los hiperplanos en A/H, por lo que R’ es una region relativamente acotada de
A/H. Por otra parte, toda region R’ de A/H relativamente acotada cumple que alguna
de las dos regiones de A que se encuentran a su lado es relativamente acotada en A, ya
que si no el vector normal de H seria linealmente independiente de los vectores normales
a los demas hiperplanos en A. Luego existe una biyecciéon entre las regiones de A — H
separadas en dos por H, tal que alguna de las dos partes es relativamente acotada, y las
regiones relativamente acotadas de A/H, por lo que b(A) = b(A — H) + b(A/H).

Supongamos ahora que rango(A — H) = rango(A) — 1. Llamemos W al subespacio
generado por los vectores normales a los hiperplanos en A — H, y sea o un vector normal
a H. El vector o no pertenece entonces a W, por lo que @« = @+ @ con W € W y
0 # @ € Wt. Llamemos W' = gen(W,a). Si R es una region de A y & € RN W’
es un punto en su interior entonces el tnico hiperplano de A que intersecta a la recta
I ={Z+ti|teR}es H, porlo que R debe contener un rayo de la recta [. Como | C W’
entonces R N W' es no acotado, es decir, R no es relativamente acotada. Esto muestra,

que b(A) = 0, con lo que concluye la prueba. O
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Lema 3.2.2 (Formula de eliminacion-restriccion). Sea A un arreglo de hiperplanos en

R"™, y sea H un hiperplano en A. Entonces
xa(t) = xa-u(t) = xa/u(t).

Demostracion. De nuevo podemos suponer que H = R"~!. Como el polinomio caracte-
ristico de un arreglo de hiperplanos depende tnicamente de su orden parcial de inter-
secciones, también podemos suponer que A es un arreglo de Q-hiperplanos. Notese que
entonces A — H y A/H son también arreglos de Q-hiperplanos. Ahora, sea p un primo
tal que A, A — H y A/H tienen buena reduccién modulo p. Por el método de campos

finitos (Teorema 3.1.3) tenemos que

xalp)=p"—| J‘

JeA,

== U Hum- U (Jme))‘

JeA,—H, JeA,—Hy,

=p"—| J‘—’Hp— U @nH)
JeA,—H), JeA,—H,

=r-1 U J‘—(p”l— U (Jme)>
Je(A—H)p JeA,—Hp

U vnH),

JEA-H

U J\)
JE(A/H)y

Nuevamente por el Teorema 3.1.2 sabemos que esta igualdad se tiene para infinitos

)

= xa-u(p) — XA/H(P)-

primos, por lo que ambos polinomios deben ser iguales, es decir,

xa(t) = xa-u(t) = xa/u(t),

con lo que termina la prueba. O

Ahora si enunciaremos el teorema principal, que relaciona el polinomio caracteristico

y el ntmero de regiones.

Teorema 3.2.3 (Teorema de Zaslavsky). Sea A un arreglo de hiperplanos en R™. En-

tonces
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Demostracion. Si A = () entonces x4(t) = t" y r(A) = 1, por lo que en este caso se
cumple la ecuacion (3.4). Por el Lema 3.2.2 tenemos que para todo arreglo A, si H € A
entonces

(=1)"xa(=1) = (=1)"xa-a(=1) + (=1)" "xa/m(~1).
Luego en vista del Lema 3.2.1, r(A) y (—1)"x.4(—1) satisfacen la misma recurrencia, lo

que prueba la ecuacion (3.4).

La ecuacion (3.5) también se cumple cuando A = (), ya que en este caso todo el
espacio es relativamente acotado y por lo tanto b(A) = 1. En otro caso, llamemos
d(A) = (=1)2eo(y 4 (1), y supongamos que A = {H, Hy, Hs, ..., H;}. Por el Lema
3.2.2 se tiene que

xa(l) = xa-m(1) = xa/ua(1). (3.6)

Supongamos que rango(A) = rango(A— H ). Podemos asumir que H = R" ! es decir,
que el vector normal a H es (0,0,...,0,1) € R”. Llamemos o/ = (ai,ad,...,al) € R?
al vector normal de H;, para 1 < ¢ < k. Luego claramente si el hiperplano H; € A
es tal que H N H; # () entonces el vector normal al hiperplano H N H; € A/H es
(af,ab,...,al ) € R"1 Y si el hiperplano H; € A es tal que H N H; = ) entonces el

» Sn—1
vector normal a H; es (0,0,...,0,1) € R™. Por lo tanto
1.1 1 1
g Qg Ap_1 Ay
2 2 2 2
of oy ... an_q o
rango(A) = rango f :
k k
Q. Qg Ap_1 A
0 O 0 1
11 1
ay Qg . |
2 2 2
ay Qg Q-1
=rango | - : : +1
k k
al 012 oo anil
o 0 ... 0

= rango(A/H) + 1,
y en vista de la ecuacion (3.6) tenemos que d(A) =d(A — H)+ d(A/H).

Supongamos ahora que rango(A) = rango(A — H) + 1, y denotemos por rg a la
funcion rango de L(A). Definamos la funcion F': L(A — H) — L(A/H) como

F(ﬂ H) —Hn (ﬂ H) = ((Hn Hy)

€S €S i€S
para todo S C {1,2,...,k}. F estd bien definida, ya que si
(N Hi#0

€S



§3.2 22

entonces, como el vector normal a H es linealmente independiente de los vectores nor-

males a los demés hiperplanos en A, tenemos que

€S
Claramente F' es sobreyectiva. Ademaés, es facil ver que F' es inyectiva. De hecho, si
HnNz=HNypara z,y € L(A — H) entonces

Hnz=HnN(xNy)=HNy.

Luego
rg(z) =rg(HNz) —1=rg(HN(zNy)) — 1 =rg(zNy),

por lo que = z Ny. De manera anédloga tenemos que y = xz Ny y entonces x = vy,
probando la inyectividad de F'. Finalmente es claro que F' respeta el orden, por lo que
F' es un isomorfismo entre L(A — H) y L(A/H). Entonces por el Lema 3.2.2 tenemos
que d(A) es cero.

Luego, en vista del Lema 3.2.1, en ambos casos b(A) y d(A) satisfacen la misma

recurrencia, lo que prueba la ecuacion (3.5). O

Corolario 3.2.4. Sea A un arreglo de hiperplanos en R™. Entonces r(A) y b(A) depen-
den sélo de L(A).

En la Figura 3.2 se muestran dos arreglos en R? con el mismo orden parcial de
intersecciones y sin embargo “geométricamente” distintos. Por ejemplo, el primer arreglo
tiene una regién acotada de cuatro lados mientras que el segundo no. No obstante, el
corolario afirma que deben tener el mismo ntimero de regiones y de regiones relativamente

acotadas, 10 y 2 respectivamente.

a a /b
d

Figura 3.2: Dos arreglos en R? con el mismo orden parcial de intersecciones

El teorema de Zaslavsky es uno de los grandes resultados en la teoria de hiperplanos.

El siguiente ejemplo muestra una de sus bellas aplicaciones.
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Ejemplo 3.2.5. Sea GG un grafo. Una orientacién w de G es una asignaciéon de una
direccion v — u 0 u — v para cada arista {u,v} de G. Un ciclo dirigido de w es una
sucesion de vértices vy, vo, ..., v, de G tal que v1 — v9 — -+ — v — v1 en w. Diremos

que la orientaciéon w es aciclica si no tiene ciclos dirigidos.

En el Ejemplo 3.1.5 definimos el arreglo Ag y mostramos que xg(t) = x4 (t). Ahora,
toda region de Ag esta determinada segtin su posicidén respecto a cada hiperplano de
Ag. Es decir, al escoger una region R € R(Ag) estamos especificando si los puntos
(x1,22,...,2,) € R cumplen x; < xj 0 x; > xj, para cada arista {7, j} de G. Indiquemos
por la direccion ¢ — j que z; < xj, y por j — i que x; > xj. De esta forma la regiéon R
define de manera natural una orientacién wr de G. Ademas, es claro que dos regiones

distintas definen orientaciones distintas.

Probaremos ahora que las orientaciones de G definidas por las regiones de A¢g son
precisamente las orientaciones aciclicas de G. Si R € R(Ag) y wg tuviera un ciclo
i1 — iy — -+ — ix — i1 entonces un punto (x1,x9,...,T,) € R satisfarfa x;, < z;, <

- < x5, < T4, lo que es una contradiccién. Luego wpg es aciclica.

Para el reciproco, supongamos que w es una orientacién aciclica de G. Noétese que
debe existir un vértice de G' del que no salen flechas. Esto ya que si caminamos por las
aristas de G siguiendo la direccion de las flechas no podemos volver a pasar por un mismo
vértice, debido a que w es aciclica. Por lo tanto el proceso debe terminar, y debe hacerlo
en un vértice del que no salen flechas. Sea j, uno de estos vértices. Si lo quitamos, la
orientaciéon restante continta siendo aciclica, por lo que existe un vértice j,—1 del que
no salen flechas (excepto posiblemente a j,). Continuando con este proceso, obtenemos
un ordenamiento ji, jo, ..., Jn de los vértices de G, de tal forma que si j; — ji entonces
i < k. Luego si tomamos un punto (z1,22,...,2,) € R" tal que z;, < xj, < --- < xj,,

la region R € R(Ag) que lo contenga cumple que w = wg.

Por lo tanto hemos construido una biyeccién entre las orientaciones aciclicas de
un grafo G y las regiones de Ag. Entonces, si denotamos por OA(G) al conjunto de

orientaciones aciclicas de un grafo G, tenemos que
|0A(G)| = r(Ac) = (=1)"xas(—1) = (=1)"xa(-1).

Este teorema fue probado por Stanley en 1973 por primera vez, usando argumentos de
la teoria de grafos. La prueba expuesta aqui, que usa la teoria de arreglos de hiperplanos,

se debe a Greene y Zaslavsky en 1983.



Capitulo 4

El arreglo de Shi

En este capitulo se introduce y se muestran varias propiedades de un arreglo de hiper-
planos en particular: el arreglo de Shi. Este arreglo en R" fue considerado por primera

vez por Shi, quien calculé su namero de regiones [10].

En la primera parte se define el arreglo de Shi y se prueban algunas de sus propie-
dades basicas. Se calcula también su polinomio caracteristico y se obtiene su nimero de
regiones como corolario del teorema de Zaslavsky. El polinomio caracteristico fue halla-
do por primera vez por Headley [7], pero la bella prueba que se muestra aqui se debe a
Athanasiadis [1].

La segunda parte se centra en dar una prueba biyectiva para el nimero de regiones del
arreglo de Shi. Se definen primero las funciones de parqueo y se prueban algunos hechos
bésicos sobre estas. Las funciones de parqueo fueron consideradas primero por Konheim
y Weiss [8], quienes calcularon su cantidad. Se exhibe aqui una elegante prueba de su
enumeraciéon debida a Pollak. Después se muestra un etiquetamiento de las regiones del
arreglo de Shi por funciones de parqueo, y se prueba que este es de hecho una biyeccion.
El etiquetamiento fue sugerido por Pak, pero fue Stanley quien probd por primera vez
que era una biyeccion [12]. La prueba que se da en este trabajo es debida al autor, y

tiene algunas ideas similares a las de la prueba de Stanley.

4.1. Definiciéon y propiedades basicas

El arreglo de Shi en n dimensiones, denotado por §,,, consiste de los n(n—1) hiperplanos
en R"

r; —x; =0,1, para 1 <1< j < n.
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Si W es el subespacio de R™ generado por las normales a los hiperplanos en §, entonces
claramente
W C {(ml,xQ,...,xn) 6R”|x1+x2+---+xn20}.

Ademés, si denotamos por e; € R™ al vector con todas sus coordenadas cero excepto por
un 1 en la i-ésima, el conjunto {e; —e; | 2 < j < n} es un subconjunto de W consistente
de n—1 vectores linealmente independientes, por lo que dim(W') > n — 1. Luego se debe

dar la igualdad
W = {(z1,22,...,20) €R" |21 + 22+ - + 2, = 0},

y por lo tanto rango(8,) =n — 1.

En la Figura 4.1 se muestra el arreglo 83 en W = ker(x; + 22 + x3) = R?, de donde
r(83) = 16 y b(83) = 4.

x-y=1 x-y=0 y-z=0 y-z=1

Figura 4.1: El arreglo de Shi 83 en ker(zy + 22 + x3)

Teorema 4.1.1. El polinomio caracteristico de 8, es
xs, (t) = t(t —n)" .

Demostracion. Sea p un primo tal que 8, tiene buena reduccién modulo p. Consideremos

el conjunto

C:{(al,ag,...,an)e(Fp)"\i<j:>ai7éajyai?ﬁaj+1}.
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Por el método de campos finitos (Teorema 3.1.3) tenemos que

Xs, (p) =

ey | H\

He(8n)p

=1Cl.

Ahora ubiquemos en orden los elementos de IF,, sobre un circulo, siguiendo el sentido de
las manecillas del reloj. Poner los nameros 1,2, ..., n sobre n de estos espacios determina
una n-tupla (o, e, . .., o) que cumple oy # oy si @ # j, definiendo a; como el elemento
de IF,, sobre el que se puso el nimero 7. Ademds toda n-tupla que cumpla esta condicién
esta determinada por uno de tales posicionamientos. Luego existe una biyeccién entre
los elementos de C' y las formas de poner los niimeros 1,2,...,n sobre el circulo de tal
forma que para todo j, en el espacio siguiente (en el sentido de las manecillas del reloj)
a en el que se puso el ntumero j no hay puesto un nimero menor que j (llamaremos a
esto un buen posicionamiento). Contaremos entonces cuantos buenos posicionamientos

hay.

La Figura 4.2 muestra dos posicionamientos con p = 11 y n = 6. El de la izquierda es
un buen posicionamiento que corresponde a la tupla (4,9,5,1,10,6) € C, mientras que el

de la derecha no es buen posicionamiento y corresponde a la tupla (9,3,1,10,2,7) ¢ C.

Figura 4.2: Dos posicionamientos de los nimeros 1,2,...,6 con p =11

Escojamos un particion ordenada débil @ = (Bi,Ba,...,Bp,—,) del conjunto
{1,2,...,n} con p — n partes, tal que 1 € B; (débil significa que aceptamos partes
vacias). Es decir, | JB; ={1,2,...,n} y BiNB; =0 si i # j. Podemos construir un buen
posicionamiento basados en la particién m, de la siguiente forma. Ponemos primero sobre
el circulo los elementos de B en espacios consecutivos (en el sentido de las manecillas del

reloj) y en orden ascendente, ubicando primero a 1 € B; sobre algtin elemento o € I,
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Luego saltamos un espacio y ponemos los elementos de Bs en espacios consecutivos y
en orden ascendente. Saltamos otro espacio y ponemos los elementos de B3 en espacios
consecutivos y en orden ascendente. Asi continuamos hasta poner todos los elementos
de {1,2,...,n} sobre el circulo. Gracias a los espacios saltados, el posicionamiento re-
sultante es un buen posicionamiento. La Figura 4.3 muestra el buen posicionamiento

construido a partir de
™= ({1’3’5}a{2}7@7{476},®)

ya, =9, con p =11 y n = 6. Es facil ver que todo buen posicionamiento pue-

Figura 4.3: Un buen posicionamiento

de ser construido de esta forma a partir de una tunica particion ordenada débil m =
(B1,Bs,...,Bp—p) de {1,2,...,n} con p —n partes tal que 1 € By y una escogencia de

a1, por lo que hemos definido una biyeccion.

Ahora, hay (p — n)"~! posibles particiones 7, ya que para 2 < i < n hay p —n
posibilidades para el j tal que i € B;. Y ademds hay p posibles aq. Entonces
Xs, () = |C| = p(p —n)" .

Por el Teorema 3.1.2 esta igualdad es cierta para infinitos primos, por lo que ambos

polinomios deben ser iguales, es decir,

Xs, (t) = t(t —n)" ",

que era lo buscado. ]

Ya con el polinomio caracteristico de §,, podemos conocer el nimero de regiones.

Corolario 4.1.2. Se tiene que r(8,) = (n +1)"" ! y b(8,) = (n — 1) L.
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Demostracion. El corolario es una aplicacion directa del Teorema 3.2.3. ]

Al ver estas expresiones tan sencillas para el nimero de regiones, es de esperarse
que exista una prueba biyectiva directa de estas igualdades. En la siguiente seccion
probaremos de esta manera que 7(8,) = (n + 1)""!, lo que nos permitira explorar méas

a fondo las propiedades del arreglo de Shi.

4.2. Prueba biyectiva para el nimero de regiones

Antes de dar la prueba necesitamos un nuevo concepto y algunas de sus propiedades.
4.2.1. Funciones de parqueo

Supongamos que en una calle de una sola via hay n posibles espacios en los que parquear,
numerados 1,2,...,n en ese orden. Hay también n carros C1,Cs,...,C, que entran a
la calle de a uno en uno en ese orden y tratan de parquear. Cada carro C; tiene un
espacio preferido para parquear P; € {1,2,...,n}. Cuando llega el momento para el
carro C; de ir a buscar espacio, va directamente a su espacio preferido P;. Si este esta
desocupado parquea alli, si no, contintia por la calle y parquea en el primer espacio
libre que encuentre. Por ejemplo, supongamos que n =4y (P1, Py, P3, Py) = (2,1,2,3).
Entonces primero C entra y parquea en el lugar 2. Luego entra Csy y parquea en el lugar
1. Después entra Cs y va al lugar 2, pero como este estd ocupado sigue avanzando hasta
parquear en el primer espacio libre que encuentra, es decir, el espacio 3. Finalmente
entra Cy y va al espacio 3, pero como esté ocupado, termina parqueando en el espacio 4.
Por el contrario, si (P1, Py, P3, Py) = (3,1,4,3) entonces Cy no puede parquear, ya que

en su turno tanto su espacio preferido como todos los siguientes estan ocupados.

Diremos entonces que P = (Py, P, ..., P,) es una funcidn de parqueo de longitud n si
todos los carros pueden parquear. Sin embargo, existe una caracterizacién mas préctica

de las funciones de parqueo.

Proposiciéon 4.2.1. Sea n € Z*1, y sea P = (P, P,,...,P,) € {1,2,...,n}". Sea
Q1 < Q2 < -+ <@y el reordenamiento creciente de las entradas de P. Entonces P es

una funcion de parqueo si y solo st Q; < i para todo i.

Demostracion. Si P es una funcién de parqueo entonces para todo i, los i carros que
terminaron parqueando en los primeros 7 espacios deben tener espacio preferido menor

o igual que %, por lo que Q; < i.

Supongamos ahora que P no es una funcién de parqueo, y que el primer carro que
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no encuentra espacio para parquear es Cj. Digamos que [ es el altimo espacio vacio en
el momento en que el carro C busca parquear. Entonces tanto el carro Cy como los
carros que en ese momento estan parqueados en los espacios después de [ (que son n —1)
deben tener espacio preferido mayor que [. Por lo tanto hay al menos n — [ + 1 carros

con espacio preferido mayor que I, por lo que @; > [. O

A pesar de la sencillez la prueba, la anterior proposicién tiene un corolario interesante.

Corolario 4.2.2. Cualquier permutacion de las entradas de una funcion de parqueo es

también una funcion de parqueo.

A continuacién se muestran todas las funciones de parqueo en el cason =2y n = 3,

con una notacion simplificada.

n=2:11, 12, 21.
n=3:111, 112, 121, 211, 113, 131, 311, 122, 212, 221, 123, 132, 213, 231, 312, 321.

Teorema 4.2.3. El nimero de funciones de parqueo de longitud n es (n + 1)""1.

Demostracion. Consideremos n + 1 (en vez de n) espacios para parquear ordenados en
un circulo, numerados 1,2,...,n+1 en el orden de las manecillas del reloj. Supongamos
que hay n carros C1,Cy, ..., C, con espacios preferidos (Py, Py, ..., P,) que intentan en
ese orden parquear alli, pero ahora 1 < P; <n+1 (en vez de 1 < P; < n). Cada carro en
su turno entra al circulo a su espacio preferido, y avanza desde ahi en el sentido de las
manecillas del reloj hasta encontrar un espacio vacio en el que parquea. Notese entonces

lo siguiente:

= Todos los carros siempre pueden parquear, ya que los espacios estan ordenados en

circulo y siempre habra un espacio vacio.
= Después de que todos los carros hayan parqueado quedard un espacio vacio.

» La sucesion (Py, P, ..., P,) es una funciéon de parqueo si y solo si el espacio que

queda vacio después de que todos los carros han parqueado es el n + 1.

= Sila sucesion (P, Ps, ..., P,) produce al final el espacio vacio i, entonces la suce-
sion (P, +k,P,+k,..., P, + k) (tomando las entradas modulo n + 1) produce al

final el espacio vacio ¢ + k (modulo n + 1).

Por lo tanto para cada sucesion (P, Pa, ..., P,), exactamente una de las n+ 1 sucesiones
dela forma (P, +k, Pa+k,...,P,+k) (modulo n+1) con 1 < k < n+1 es una funcion
de parqueo. Como hay (n + 1)"™ posibles sucesiones (Py, Ps, ..., P,), se tiene entonces

que el nimero de funciones de parqueo es (n +1)"/(n +1) = (n+ 1)1, O
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Viendo este resultado y el Corolario 4.1.2, es natural preguntarse por una biyeccién
sencilla entre las regiones del arreglo §,, y las funciones de parqueo de longitud n, con lo
que se probaria de manera directa que 7(8,) = (n + 1)"~!. Precisamente esto es lo que

se mostrard en la siguiente parte.
4.2.2. El etiquetamiento de las regiones

Construiremos ahora una biyeccion entre las regiones del arreglo §,, y las funciones de

parqueo de longitud n.

Diremos que dos regiones R, R’ € R(8,,) estan separadas por el hiperplano H € §,,

si Ry R se encuentran en distintos lados de H.

Primero, llamemos Ry a la regién de §,, definida por
Ty < Tpe1 < - < a1 < 2pp + 1.

Ahora, definamos un etiquetamiento A : R(S,,) — Z" de las regiones de §,, como sigue.

= MRo) = (1,1,...,1).

» Si las regiones R, R’ € R(S,,) estan separadas tnicamente por el hiperplano H :
x; = x; (i < j),ysi Ry Rp estan en el mismo lado de H, entonces definimos
AMR') = MR) +e; (e; € Z™ es el vector con todas sus coordenadas 0 excepto por

un 1 en la i-ésima).

» Si las regiones R, R’ € R(8,) estan separadas tnicamente por el hiperplano H :
xi=xj+1(i<j),ysi Ry Ry estan en el mismo lado de H, entonces definimos
AMR') = A(R) +¢;.

Notese que este etiquetamiento esté bien definido, ya que la etiqueta A(R) de una region

R € R(S,,) depende solamente de los hiperplanos que la separan de Rj.

En la Figura 4.4 se muestra el etiquetamiento A con notacién simplificada cuando

n = 3, teniendo en cuenta que las coordenadas de R? son #1 =2, 29 =y y 23 = 2.

Teorema 4.2.4. El etiquetamiento A es una biyeccion entre las regiones de S, y las

funciones de parqueo de longitud n.

Dejaremos la prueba de este teorema para después, mientras desarrollamos una for-
ma sencilla de representar las regiones de 8,. Si R € R(S8,), diremos que la funcion
X : {1,2,...,n} — R es una representacion por intervalos de la region R si el punto
(X(1),X(2),...,X(n)) € R™ esta en R. Si dos representaciones por intervalos repre-

sentan la misma regiéon las llamaremos equivalentes. En realidad, es mejor imaginarnos
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x-z=1

131 11 212
121 211

x-z=0

231 221 311 312
321

x-y=1 x-y=0 y-z=0 y-z=1
Figura 4.4: Etiquetamiento X de las regiones de 83

estas representaciones por intervalos como formas en las que n intervalos de longitud 1,
numerados 1,2,...,n, pueden ser ubicados en la recta real: si X es una representacion
por intervalos de la region R € R(S,,) entonces pensaremos a X como la coleccién or-
denada de los n intervalos [X (i), X (i) 4+ 1]. Al intervalo [X (i), X (i) + 1] lo llamaremos
el intervalo nimero ¢ de X, y lo denotaremos por X;. La region R queda entonces de-
terminada por la posicién relativa de los extremos de los intervalos de X. Por ejemplo,
para saber a que lado del hiperplano z; = z; +1 (con 7 < j) se encuentra R basta mirar

en X cuél es menor entre el punto inicial de X; y el punto final de Xj;.

La ventaja principal de imaginarnos una representaciéon por intervalos X de esta
forma es que podemos visualizarla facilmente con un diagrama, de la siguiente manera.
Primero dibujamos la recta real, con la convencién que los niimeros crecen hacia la
derecha. Luego dibujamos alli los intervalos de X, teniendo en cuenta que si ¢ < j
entonces X; se dibuja un poco mas abajo que X;. Como la regiéon determinada por X
no depende de la ubicacién exacta de cada intervalo sino de su posicion relativa a los
demas, ignoraremos en el dibujo a la recta real inicial. Para entender mejor esto, en la

Figura 4.5 se muestra la representaciéon por intervalos X dada por

(X(1),X(2),X(3), X(4),X(5),X(6)) = (1.8,0.6,2.8,0,3.2,1.2).

Ahora si examinemos mas a fondo el etiquetamiento A. Sean i,j € {1,2,...,n}y
sea X una representacion por intervalos de una region R € R(S,,). Diremos que el par
(Xi, Xj)esdetipolsii<jy X (i) < X(j),yqueesdetipo2sii>jy X(i)+1 < X(j).
Entonces el par (X;, X;) es de tipo 1 si y solo si Ry Ry estan separadas por el hiperplano

x; = x; (con i < j), y es de tipo 2 si y solo si Ry Ry estan separadas por el hiperplano
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Figura 4.5: Representacion por intervalos

xj =x; +1 (con ¢ > j). La Figura 4.6 muestra cémo es un par de tipo 1 y de tipo 2 en
X, y la Figura 4.7 muestra como es una representaciéon por intervalos de la regiéon Ry;

con lo que se ve claramente lo anterior. Ahora, si llamamos

Xj Xi

Xi Xj
Tipo 1 Tipo 2

Figura 4.6: Parejas de tipo 1 y de tipo 2

Figura 4.7: Representacion por intervalos de la region Ry

MX;) = ‘{] | (X4, X;) es de tipo 1 o 2}’ +1
entonces, recordando la definicién del etiquetamiento A, tenemos que
AR) = (/\(Xl),)\(Xg), e ,)\(Xn)).

Por ejemplo, si X es la representacion por intervalos de la Figura 4.5 entonces A\(R) =
(3,5,2,5,1,3), y A(X4) = 5 debido a los pares (X4, X¢), (X4, X5) (de tipo 1) y (X4, X1),
(X4, X3) (de tipo 2).

Es facil ver que A(R) es una funcion de parqueo de longitud n, ya que A(X;) — 1 es
menor o igual al nimero de intervalos de X que se encuentran a la derecha de X;. Por
lo tanto, si X;,, X;,,..., X5,
entonces A\(X;.) < j.

J

es la lista de los intervalos de X de derecha a izquierda
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Enunciaremos ahora un lema que usaremos para la prueba.

Lema 4.2.5. Sea X una representacion por intervalos, y sea I C {1,2,...,n}. Sijel
y el par (X;, X;) es de tipo 1 o de tipo 2 entonces

‘{l €1|(X;, X)) es de tipo 10 2}‘ > ’{l € 1| (Xj,X;) es de tipo 1 o 2}‘

Demostracion. Supongamos que (X;, X;) es de tipo 1, y sea l € I. Si (X, X;) es un par
de tipo 1 entonces (X;, X;) también lo es. Si (X, X;) es de tipo 2 entonces, si i < [ se
tiene que (X;, X;) es de tipo 1, y si i > [ se tiene que (X;, X;) es de tipo 2. Luego

{lel|(X;,X;)esdetipolo2} C{lell(X; X;)esdetipolo?2}.

Pero ademas esta contenencia es propia, ya que j es un elemento que esta en la diferencia

de los dos conjuntos. Por lo tanto se tiene el resultado.

Supongamos ahora que (X;, X;) es de tipo 2, y seal € I. Si (X, X;) es un par de tipo
2 entonces (X;, X;) también lo es. Si (X, X)) es de tipo 1 entonces, si i < [ se tiene que
(X, X;) es de tipo 1, y si i > [ se tiene que (X, X;) es de tipo 2. Luego, anélogamente

al caso anterior, se tiene el resultado. Esto completa la prueba del lema. ]
Ahora si probaremos que el etiquetamiento A es en realidad una biyeccion.

Demostracion del Teorema 4.2.4. Sea P = (Py, Py, ..., P,) una funciéon de parqueo de
longitud n. Mostraremos que existe una tunica region R € R(S,,) tal que A(R) = P.
Para esto construiremos por pasos una representacion por intervalos X de esta region,

y mostraremos que es Unica moédulo equivalencia.

Primero, sea P;; < P;, < --- < P, el reordenamiento creciente de las entradas de
P. En el paso k de la construccion decidiremos la posicion que tendrd el intervalo X,

de X, de tal forma que se cumplan las siguientes condiciones:

(a) No hay igualdades entre los extremos de Xj, y extremos de otros intervalos an-
teriormente ubicados, es decir, no existe j < k tal que X (i;) = X (ig), X (4;) =
X(ig) +10 X(i5) + 1 = X(ig).

(b) Se cumple
{ali<ky(x

(7]

X;,) esdetipolo 2}’ =P, —1

(c) Para todo j < k se tiene que (X;;, X;,) no es de tipo 1 ni 2.
Describiremos ahora la construccion.

Paso 1. Ubicamos el intervalo X;, (en cualquier parte de la recta real).
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Paso k.

34

Supongamos que ya han sido ubicados los intervalos X;,, X;,,..., X;, , cumplien-

do con las tres condiciones. Consideremos el conjunto de puntos
Ak:{X(ij) ‘j<kyij>ik}U{X(ij)—1 ‘j<kyij<ik}.

Estos k— 1 puntos dividen la recta real en k intervalos abiertos (k —2 acotados y 2
no acotados), denotémoslos por Uy, Uy,...,Ui_1 en orden de derecha a izquierda.

Por la definicién de Aj tenemos entonces que para todo j,

X(iy) € Uj = ({il 1< ky (Xi,Xi) es de tipo 1 o 2}‘ —j. (41

Supongamos por ejemplo que k& = 6, que ya hemos puesto los intervalos
Xo, X3, X5, Xg, X7 v que ahora queremos ubicar a X4. En la Figura 4.8 se muestra

un posible ejemplo. En la parte de abajo de la figura esta dibujada la recta real y

los intervalos Uy, Uy, ..., Us.
X X
X5
X, X
X(2-1 X6) X5  X@)-1 X(7)
U U, Us U, U, | Uo

Figura 4.8: Posible configuracion en la ubicacion de Xy

Ahora, como P es una funciéon de parqueo entonces m = P;, < k. Consideremos

el conjunto
BkZ{X(ij) ’j<]€yij<ik}U{X<ij)+1’j<kyij>ik}.

Probaremos que
m—1
B C U U;.
j=0

Esto claramente es cierto si m = k. Si no, supongamos por contradiccién que existe
x € By, tal que x € U con | > m. Digamos que z es un extremo del intervalo X,
es decir, = X (4;) o ¢ = X (i;) +1. Entonces si definiéramos X (i) como un punto
Xi,)

de U,, mas a la derecha que z, tendriamos por la definiciéon de B} que (Xij,
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es de tipo 1 o 2. Luego por el Lema 4.2.5, tomando I = {iy,49,...,i}, y por (4.1)

k

Py, =il <ky (Xi,Xq) es detipoloQ})
= |{i € I'|(X,,X;,) es de tipo 1 02})

< |{i e 11 (X, X3,) es de tipo 1 o 2}(

= {il]l<jy(XzJ,X”) es detipoloQ}’+1
=F,-1+1
=P

R

lo que es una contradiccion.

Entonces podemos definir X (ix) como un punto de U,,—1 que esté a la izquierda
de todos los puntos de By y de tal forma que cumpla la condicion (a). Por (4.1)

tenemos que
‘{il 11<ky (X;,X;)es de tipo 1 o 2}‘ —Pp, 1,

cumpliendo la condiciéon (b). Ademas, como X (ix) estd a la izquierda de todos los

puntos de By entonces se cumple la condicion (c).

Notese que la region que representara X al terminar la construccion quedara de-
terminada tnicamente por la posicion de X (ix) respecto a los puntos de Ay y By.
La forma en que ubicamos al intervalo Xj;, es entonces la tnica posible (mo6dulo
equivalencia) para que se cumplan las condiciones (a), (b) y (c); ya que para cum-
plir con la condicion (b) la implicacion (4.1) exige que X (ix) esté en U,,—1, y para
cumplir con la condicién (c) X (ix) debe estar a la izquierda de todos los puntos
de By.

Al terminar la construcciéon hemos ya definido la posicién de todos los n intervalos
Xiy, Xig, ..., X, . Por la condicion (a) tenemos que X es la representacion por intervalos

de una region R. Por la condicion (c),

{i| (Xi,,X;) es de tipo 1 02} C {iy,i9,... 151}
para todo k. Luego

J | (Xi,, X;) es detipolo2 |l <ky (X;,X;)esdetipolo2;p,
k 1

ik

y por lo tanto por la condicién (b) se tiene que A(X;, ) = P;, para todo k. Es decir,
AMR)=P.

Para ver que la region R es tnica, supongamos que existe R’ € R(8,,) tal que A\(R/) =

P y mostremos que R = R'. Tomemos X’ una representacion por intervalos de R’
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Podemos suponer sin pérdida de generalidad que todos los intervalos de X’ cumplen la
condicion (a). Por el Lema 4.2.5 tomando I = {1,2,...,n}, tenemos que X’ también
cumple la condicién (c). Entonces para todo k

{il|l<ky(X(

1 Xi) es de tipo 10 2} = {j | (Xj_,X}) es de tipo 1 0 2} = P;, — 1,

k?

por lo que X’ también cumple la condicion (b). Pero en la construccién vimos que
toda representacion por intervalos que cumpla las condiciones (a), (b) y (c) debe ser

equivalente a X, por lo que se tiene lo buscado. ]



Capitulo 5

El etiquetamiento de las caras

En este capitulo se extiende el etiquetamiento A de las regiones de 8, a un etiqueta-
miento de todas las caras de §,,. Se exploran y se aplican varias propiedades interesantes
y sorprendentes de este etiquetamiento, obteniendo asi una mayor comprensién de la

combinatoria y la geometria del arreglo de Shi.

La definicién del orden parcial de caras de un arreglo de hiperplanos se presenta en
la primera parte. También alli se muestran algunas representaciones de las caras que se

usaran después.

La segunda parte se centra en exhibir un resultado que permite extender de forma

natural el etiquetamiento de las regiones descrito en el capitulo anterior.

En la tercera parte se explora mas a fondo este etiquetamiento y se prueban algunas
de sus propiedades. También se hace clara su importancia, al permitir una descripcién
combinatoria del orden parcial de caras del arreglo de Shi. Se deducen también varias
consecuencias de tipo geométrico y combinatorio, y se muestra su gran utilidad en la

prueba de distintos hechos.

Tanto el resultado que permite extender el etiquetamiento de las regiones como la
definicién del etiquetamiento mismo y todas sus propiedades aqui presentadas, se deben

al autor.

5.1. El orden parcial de caras

Definicién 5.1.1. Sea A un arreglo de hiperplanos en R™. Una cara (cerrada) de A es
un conjunto C no vacio de la forma C = RNz (R denota la clausura topologica de R),
donde R € R(A) y x € L(A). El orden parcial de caras de A, denotado por F(A), es el

conjunto de todas las caras de A ordenadas por inclusién.
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Noétese que en particular R es una cara de A para toda regiéon R de A. La dimensién
de una cara C' € F(A) se define como la dimension del menor subespacio afin que

contenga a C.

Por ejemplo, el arreglo de hiperplanos en R? presentado en la parte izquierda de la
Figura 5.1 tiene dos caras de dimension 0, siete caras de dimension 1 y seis caras de

dimensién 2. Su orden parcial de caras es el que se muestra a la derecha.

Figura 5.1: Arreglo en R? y su orden parcial de caras

Cada cara C de un arreglo de hiperplanos A en R™ puede ser determinada especifi-
cando para cada H € A, a que lado de H se encuentra C. Mas formalmente, si H € A
definamos H' y H~ como los dos semiespacios cerrados en los que H corta a R™ (esco-
giendo arbitrariamente cual de los dos es H1), y llamemos H° = H. Entonces las caras
de A son precisamente las intersecciones no vacias de la forma

c=()H™",
HeA
donde o € {+,—,0} para todo H. Luego cada cara C queda codificada por su sucesion

de signos (o) mea, con la convencion que o # 0 siy solosi C ¢ H.

Nos interesaremos aqui por explorar el orden parcial de caras del arreglo de Shi. Por
simplicidad denotaremos ¥F,, = F'(§,,). Para las caras del arreglo de Shi es 1til representar
su sucesion de signos mediante una matriz, de la siguiente manera. Primero, definamos
M,, como el conjunto de matrices de n X n con entradas en {+,—,0} y con todas sus
entradas de la diagonal iguales a 0. Como convencién, si ¢ < j entonces para H € 8,
dado por H : x; = x; escogeremos H™ : x; > xj, y para H : x; = x; + 1 escogeremos
H™ : x; < xj + 1. Ahora, si C' € J), es una cara con sucesion de signos (ocm)HeS,

definamos su matriz asociada Mo € M,, como
og sij<i,donde H :z; = x;
(Mc)ij =< on sii<j, donde H : z; = z;+1
0 sit=j.
Por ejemplo, la cara Ry estéa definida por z, < zp_1 <--- <21 <xp + 1 y por lo tanto

su matriz asociada My tiene ceros en la diagonal y — en todas las demas entradas. En
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general, si C' € JF,, entonces C es la clausura de una regién si y solo si todas las entradas
de M¢ que no estén en la diagonal son distintas de cero. Ademas, si C, D € JF,, entonces
C C D siy solo si las entradas de M¢ son iguales a las de Mp con excepcién de algunos

ceros que se reemplazan por + o — en Mp.

La definicién de las representaciones por intervalos que dimos en el capitulo anterior
puede ser extendida facilmente para representar a todas las caras del arreglo de Shi.
Diremos que la funcion X : {1,2,...,n} — R en una representaciéon por intervalos
de la cara C' € F, si el punto (X(1),X(2),...,X(n)) € R"™ pertenece a C y no a
ninguna otra cara que esté contenida propiamente en C. Seguiremos con las mismas
convenciones descritas en el capitulo anterior, sélo que ahora se permiten igualdades
entre los extremos de los intervalos de X de la forma X (i) = X(j) o X (i) = X(j) + 1,
con i < j. Por ejemplo, en la parte superior de la Figura 5.2 se muestra una cara C € F3,

y abajo su representaciéon por intervalos. La matriz asociada a la cara C es

Figura 5.2: Cara C € F3 y su representacién por intervalos



§5.2 40
5.2. El etiquetamiento

Ahora extenderemos el etiquetamiento de las regiones de §,, que describimos en el capi-

tulo anterior a un etiquetamiento de todas las caras en JF,,.

Primero, denotemos por P,, al orden parcial de las funciones de parqueo de longitud
n con el orden definido por (Py, Py, ..., P,) < (Q1,Q2,...,Qy) siy solo si P; < Q; para
todo i. En la Figura 5.3 se muestra el diagrama de P3. Es facil ver que P, es un orden

parcial graduado de rango n(n — 1)/2, con funciéon rango dada por

rg((P1,Ps,...,P))=Pi+ P+ + P, —n.

123 1

‘3%0

112 211
111

Figura 5.3: Orden parcial P3

231 312 321

A continuacién enunciaremos el teorema que nos permitird definir el etiquetamiento

de F,.

Teorema 5.2.1. Sea C € F,. Ezisten dos tinicas regiones C~,Ct € R(8,) tal que
C C C—, C C C* y para toda region R € R(8,) tal que C C R se tiene que \(C™) <
MR) < MNCF) en Py,. Ademds, C— N CT = C.

Demostracion. Sea X una representacion por intervalos de C. Claramente el teorema es
cierto si C es la clausura de una region R de §,,, es decir, si en X no hay igualdades de
la forma X (i) = X(j) o X(i) = X(j) + 1 con i < j, ya que en este caso C~ = CT = R.

Si no, tomemos 7 como
r=méx{X (i) | existe j > i tal que X (i) = X(j) o X (i) = X(j) + 1},

y k como
k=max{ie {1,2,...,n} | X(i) =r}.
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En la Figura 5.4 se muestra un ejemplo de la representacién por intervalos X, y se senala

cudl es el intervalo Xj.

Xk

Figura 5.4: Representacion por intervalos

Definamos una nueva representacion por intervalos X’ como

X (i) sii#k
X(i)—e sii=k,

X'(i) =

donde € es un numero real suficientemente pequetio tal que para todo j, si X (k) > X (j)
entonces X (k) —e > X(j), y st X(k) > X(j)+1 entonces X (k) —e > X (j)+1. En otras
palabras, X’ es la misma representacion por intervalos que X pero moviendo el intervalo
X}, una pequena distancia a la izquierda. Llamemos C’ € J,, a la cara representada por
X'

Comparemos ahora las matrices Mo y M¢r. Claramente las entradas de M¢ que no
estdn en la k-ésima fila o en la k-ésima columna son iguales a las de M¢r. También son
iguales las entradas de la k-ésima fila o la k-ésima columna de M¢ que sean distintas de
cero, debido a la escogencia de €. Notese ademds que en X no hay igualdades de la forma
X (i) = X (k) + 1 con i < k ya que seria una contradiccién con la maximalidad de r, ni
igualdades de la forma X (k) = X (i) con k < i porque estas contradirian la escogencia
de k. Entonces en la k-ésima columna de M¢ no hay entradas iguales a cero (excepto en
la diagonal). Las entradas iguales a cero en la k-ésima fila de M se deben a igualdades
en X de la forma X (k) = X (i) + 1 con k < i, o de la forma X (i) = X (k) con i < k. En
el primer caso tenemos que X'(k) < X (i) +1 = X'(¢)+ 1, por lo que (M¢r); = —; y en
el segundo X'(i) = X (i) > X'(k), por lo que (M¢r); = —. Luego Mc tiene las mismas
entradas que M¢r excepto algunos ceros (los de la k-ésima fila) que se reemplazan por

— en M. Esto implica que C C C".

A partir de la cara C construimos entonces una cara C’ que la contiene, y ademas
cumple que M¢ tiene las mismas entradas que Mg excepto por algunos ceros que se
reemplazan por — en Mcr. Si repetimos la construcciéon empezando con la cara C’, obte-

nemos ahora una cara C”. Y continuando con este proceso hasta terminar, conseguimos
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una cadena

CQC'/QC"Q--‘QC(M).

La matriz M) es entonces la misma matriz Mc pero cambiando todos sus ceros

excepto los de la diagonal) por —. Por lo tanto C(™ es la clausura de alguna region
g g g

R € R(S,), y definiremos C~ = R.

Para definir CT realizamos la misma construccién pero ahora moviendo el intervalo
X} una pequena distancia a la derecha, obteniendo asi una cara D' € JF,, que contiene
a C. Los ceros de la k-ésima fila de Mo se reemplazan ahora por 4+ en Mpr. Repetimos

el mismo proceso hasta terminar, consiguiendo una cadena
ccpcp'c...cpW,

La cara DU que obtenemos al final cumple que su matriz asociada Mpay es la mis-
ma matriz Mo pero cambiando todos sus ceros (excepto los de la diagonal) por +. Y

definimos analogamente la region C*, de tal forma que C+ = DU,

Como Mz=y Mgz son la misma matriz que Mc¢ pero cambiando los ceros (excepto

los de la diagonal) por — y + respectivamente, entonces es facil ver que C- NC+ = C.

Ahora notese que segun nuestra convencion, si R € R(8,) y a; es el namero de
entradas iguales a + en la i-ésima columna de Mp entonces A(R) = (a1 + 1,a2 +
1,...,an+1). Sea R € R(8,,) tal que C C R. Recordemos que entonces My es la misma
matriz que Mg pero cambiando todos sus ceros (excepto los de la diagonal) por + o
—. Luego para todo ¢, el nimero de entradas iguales a + en la i-ésima columna de Mp
es por lo menos el nimero de entradas iguales a + en la i-ésima columna de Mz=, y a
lo mas el namero de entradas iguales a + en la i-ésima columna de M. Por lo tanto
AC7) < A(R) < A(CT) en P,,. Esto muestra que C~ y C tienen la propiedad deseada.

La unicidad de C~ y C™" se tiene gracias a esto. O

En el siguiente corolario vemos como el etiquetamiento A nos proporciona informacién

sobre la geometria del arreglo de Shi.

Corolario 5.2.2. Sean Ry, Ra,..., R € R(S,), y definamos Pt = (P}, Pi,..., Pi) =
AR;) para 1 <1i < k como sus etiquetas. Si

Q= <méxP1’,méxP2’, e ,méxPﬁ)
(2 (2 (2

no es una funcion de parqueo entonces

R =0.

=1
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Demostracion. Supongamos que
k
C= (R #0.
=1

Claramente C' € F,,. Luego por el teorema anterior tenemos que P* < \(C*t) para todo
1 < i < k. Pero como A\(C") es una funcién de parqueo entonces @ también lo es, por

lo que se tiene lo buscado. O

Ahora si definiremos el etiquetamiento de las caras del arreglo de Shi.

Definicion 5.2.3. El etiquetamiento A : F, — Int(P,) se define como

MC) = [MCT), ACH)].

Notese que si C' = R para alguna region R de S, entonces A(C') = {\(R)}, por lo que
podemos ver al etiquetamiento A de las caras como una extensién del etiquetamiento
X definido anteriormente solo para las regiones. Ademas como C— N C+ = C para
toda cara C entonces este etiquetamiento es inyectivo. Lamentablemente no resulta ser
sobreyectivo, es decir, s6lo algunos intervalos en Int(P,) aparecen como etiquetas. En la
siguiente seccion trataremos de explorar més a fondo la relacién entre las caras de S, y

sus etiquetas.

5.3. Algunas propiedades del etiquetamiento

La siguiente propiedad es tal vez el hecho més sorprendente del etiquetamiento A

Teorema 5.3.1. Sea C € F,,. Entonces \(C) = {A\(R)| R € R(S,) y C C R}.

Demostracion. Por simplicidad, llamaremos I(C) = {A(R) | R € R(8,) y C C R}. El
Teorema 5.2.1 nos asegura que I(C)) C A(C). Ahora, notese que

i«Dﬁ=fﬁ(@W0+Di—(MC“Di+l)

i=1

ya que P = (Py, Py,..., P,) es una funcién de parqueo en A(C) si y solo si ()\(C’_))i <
P < (A(C*))i para todo i. Tomemos una representacion por intervalos X de la cara C,

y definamos

ACi)={je{1,2,...,n} |j>iy X(i) =X(j)}
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B(C,i)={je{1,2,...,n} |j<iy X(j)=X(i)+1}.

Entonces d(C,i) = ‘A(C,m + |B(C,i)‘ es el namero de entradas iguales a cero en la
i-ésima columna de M¢ (sin contar la de la diagonal). Luego, recordando la descripcion
de las matrices M7=y Mz dada en la prueba del Teorema 5.2.1, d(C,1) es la diferencia
entre el numero de entradas iguales a + en la i-ésima columna de Mz y el numero de

entradas iguales a + en la i-ésima columna de Mg=. Por lo tanto d(C,i) = (A(CT)), —
(MC));ny

5\(0)‘ = [J(c.i) +1).
i=1

Probaremos entonces que }I (C)‘ > 1L, (d(C,i)+1), lo que es equivalente a la igualdad
entre I(C) y A(C) por un argumento de cardinalidad. Sabemos que |1(C)] es el ntimero
de regiones de 8,, cuya clausura contiene a C. Luego |I (C)‘ es el nimero de formas
(modulo equivalencia) en las que es posible mover los intervalos de X una pequena
distancia, cambiando las igualdades en X de la forma X (i) = X(j) o X (i) = X(j) + 1
(con i < j) a desigualdades. Probaremos que hay al menos [, (d(C,i) + 1) formas de

hacer esto.

La prueba es por induccién en n. En el caso n = 2 es facil comprobar que la igualdad
se tiene para las cinco caras en Fo. Supongamos ahora que el teorema es cierto para
n — 1. Consideremos C' € F,,, y sea X una representacion por intervalos de C. Sea r el
minimo X (7), y sea k el minimo 7 tal que X (i) = r. Por la escogencia de k no existe i tal
quei <kyX(i)=X(k),oi>ky X(k)=X(i)+ 1. Es decir, para todo i # k se tiene
que k ¢ A(C,i) y k ¢ B(C,i). La Figura 5.5 muestra un ejemplo de la representacion
por intervalos X, y sefiala cuél es el intervalo Xj. En este caso k = 4, A(C,4) = {6} y
B(C,4) ={1,2}.

Xk

Figura 5.5: Representacion por intervalos

Entonces, ignorando el intervalo Xy, por hipotesis de induccién tenemos que hay al
menos [ ], 4 (d(C,i)+1) formas distintas de mover (de la forma descrita anteriormente)

los intervalos de X excepto el intervalo Xj. Consideremos una de estas formas en las
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que es posible mover los intervalos, y para i # k llamemos X'(i) a la nueva posicion del
intervalo ntimero ¢. Podemos suponer sin perdida de generalidad que los intervalos fueron
movidos muy poco, de tal forma que existe un intervalo abierto U alrededor de X (k) + 1
tal que X'(i) +1 € Usiysolosi X(1)+1=X(k)+ 1,y X'(i) € U siy solo si X(i) =
X (k)+ 1. Entonces los d(C, k) puntos de {X'(i)+1|i € A(C,k)} U{X'(i)|i € B(C.,k)}
separan el intervalo U en d(C, k) + 1 intervalos abiertos disyuntos Up, Ui, ..., Ugc k-
En la Figura 5.6 se presenta una posible forma de mover los intervalos de la Figura 5.5

excepto Xy, y se muestran los intervalos Uy U, Ui, ..., Ugc,k)-

X(@)+1  X'(1)
IR @

Uy U; U, Uy

U

Figura 5.6: Posible forma de mover los intervalos excepto Xy,

Para cada j tal que 0 < j < d(C, k), sea z; algun punto en el interior del intervalo
Uj, y definamos una representacioén por intervalos Yj : {1,2,...,n} — R como
/e .
;i) = X'(4) sw;ék
2j sii=k.
Y; es entonces una representacion por intervalos obtenida moviendo los intervalos de
X una pequena distancia (de la forma descrita anteriormente). Como U fue escogido
suficientemente pequeno, Y; representa una cara (de hecho, la clausura de una region)
que contiene a C. Ademds si 7 # j entonces Y; y Y; representan diferentes caras, ya
que Yj(k) € U; y Yj(k) € U;. Luego hemos probado que por cada forma de mover los
intervalos de X excepto el intervalo X, hay por lo menos d(C, k) + 1 regiones diferentes
que contienen a C' en su clausura. Entonces

n

11(C)] = (d(C, k) + 1) [[(d(C, ) + 1) = [ [ (d(C,4) + 1)

ik i=1

como queriamos, luego la prueba esta completa. O

Una consecuencia geométrica de este teorema es la siguiente.
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Corolario 5.3.2. Sean R, Ry, ..., Ry € R(S,) tal que
i=1
y llamemos P' = (P}, Ps, ..., P.) = \N(R;) para 1 <i <k a sus etiquetas. Si R € R(8,,)
cumple que
(m;’n P}, min Py, ..., min Pﬁ) <A(R) < (méx Pl méxPi ..., méxP,i)
7 1 7 2 7 1

entonces C C R.

Demostracion. Claramente C es una cara de $,,. Ademés para todo i se tiene que C C R;,
por lo que A(R;) € A(C). Entonces A(C™) < MR;) < A(C™) para todo i, por lo que
la hipotesis del corolario implica que A(C~) < A(R) < A(CT), es decir, A(R) € A(C).

Luego por el teorema anterior, C C R. O

Otro importante corolario se enuncia a continuacién.

Corolario 5.3.3. Sean C,D € F,,. Entonces C C D si y solo si \(C) 2 (D).

Demostracion. Notese que por el teorema anterior A(C') 2 A(D) si y solo si
{ReR(S,)|CCR}2{ReRES,)|DC R},

luego el resultado se sigue. O

Si definimos J,, como el orden parcial de los intervalos de P,, que aparecen como
etiquetas de las caras de S, con el orden dado por I < J si J D I, entonces el corolario
anterior nos dice que A es un isomorfismo entre P, e J,. Luego obtener una caracte-
rizacion de los intervalos que aparecen en J,, nos darfa una descripciéon completamente

combinatoria del orden parcial de caras del arreglo de Shi.

Ahora, cada cara de §,, tiene una dimensién. Para ver como esta se representa en su

etiqueta necesitamos la siguiente definicion.

Sea X una representacién por intervalos de una cara C' € F,,. Una cadena de X es

una tupla (Xg,, Xa,, ..., X,,) de intervalos de X construida de la siguiente manera.

» Se escoge X,, de tal forma que no exista i < a; tal que X (i) = X(a1)+1,nii > a;
tal que X (i) = X (a1).

= Una vez escogido X, si existe algtin i < a; tal que X (i) = X(a;) entonces
aj+1 =méx{i < j| X (i) = X(a;j)}. Si este i no existe, pero existe algin [ > a; tal
que X (1) + 1 = X(a;), entonces aj41 = méx{l > j | X(I) + 1 = X(a;)}.
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= La cadena termina cuando no existan ¢ ni [ descritos en el paso anterior.

Para entender mejor esto, la Figura 5.7 muestra un ejemplo de la posiciéon que deben
tener los intervalos de una cadena (Xg, X5, X1, X9, X7, X¢, X3, X4, X2).

Figura 5.7: Cadena (Xg,X5,Xl,Xg,X7,X6,X3,X4,X2)

X puede tener varias cadenas, pero la definicién implica que todas deben ser disyun-
tas y que cada i € {1,2,...,n} debe pertenecer a alguna de estas. Es facil ver que el
numero de cadenas de la representaciéon por intervalos X es igual a la dimension de la
cara C. Para esto, nétese que si movemos un poco algin intervalo X; para asi obtener
una nueva representacion por intervalos X', entonces todos los intervalos de la cadena a
la que pertenece X; deben también ser movidos junto a X; si queremos que X' represen-
te también a C. Ademés cada cadena es “independiente” de las demas, es decir, podemos
mover los intervalos de una sola cadena sin mover los demés y seguir representando la

misma cara C.

Proposicion 5.3.4. Sea C € F,, y denotemos A(C) = [P,Q]. Entonces

dim(C) = ’{2‘6 (1,2,...,n} ]Pi:Qi}’.

Demostracion. Sea X una representacion por intervalos de C'. Recordemos las definicio-
nes de A(C,i), B(C,i) y d(C,i) dadas en la prueba del Teorema 5.3.1. Notese que si
(Xa1, Xagy -+ Xa,) es una cadena de X entonces d(C,a;) = 0 siy solo si ¢ =1, ya que
para todo j se tiene que aj € A(C,aj+1) U B(C,aj4+1). Luego el namero de cadenas de
X es igual al namero de 7 € {1,2,...,n} tal que d(C,i) = 0. Pero habiamos visto que
d(C,i) = Q; — P;, por lo que se tiene el resultado. O

Siguiendo con las mismas ideas podemos probar la siguiente proposicion.
Proposicion 5.3.5. Sea C € F,,, y 5\(0) = [P, Q). Entonces

{Q1—P1,Q2— Ps,...,Q, — P} ={0,1,2,...,m}

para algin m € N.
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Demostracion. Sea X una representaciéon por intervalos de C. Notese que si H =

(Xa1,Xay, .., Xq,) es una cadena de X entonces
A(C, aj+1) U B(C, aj+1) C A(C, aj) U B(C, aj) U {(Lj}

para todo j, por lo que d(C,a;j11) < d(C,a;) + 1. Luego Qq,,, — Pa; ; < Qa; — Py +1
para todo j. Como Qq, — FPa, = 0 entonces {Qq, — Pay, Qay — Pagy -+, Qay, — Pa,} =
{0,1,...,mpg} para algin my € N. Por lo tanto, haciendo la uniéon sobre todas las

cadenas de X, tenemos el resultado buscado. O

Notese que esta proposicion restringe en gran cantidad los posibles intervalos que
aparecen como etiquetas de alguna cara, por lo que es un paso hacia la caracterizacion
de los elementos de J,,. Por ejemplo, prohibe que el intervalo [12132,32152] sea una

elemento de Js.

Ahora caracterizaremos los posibles tamanos de los intervalos que aparecen como

etiquetas de caras de una dimension fija.

Proposicion 5.3.6. El conjunto
{I\@)] | € € Fu y dim(c) =k}

es el conjunto de todos los enteros positivos d tal que d = 2913%2 - - - (m+1)%" para algin

m € N, donde a; > 0 para todo i y ay +as+ -+ ay, =n — k.

Demostracion. Sea C € F, tal que dim(C) = k, y sea A(C) = [P, Q]. Llamemos a; =
!{j | Q; — Pj = z}’ Por la Proposicién 5.3.5 tenemos que existe m tal que a; > 0 si y
solo si ¢ < m. Luego

n

IANO)| = [[P.Q) = [[(@i — P, +1) =273 - (m + 1)

i=1
Ademés claramente ag + a1 + -+ + ay,, = n. Y por la Proposicion 5.3.4 tenemos que

ap =k, porloquea;+az+---+an=n—k%.

Por otra parte, si tomamos ag, a1, as, - .., any, tales que a; > 0 para todo i y ag+ a1 +
as + - - -+ an, = n entonces es facil construir una representaciéon por intervalos X de una
cara C' € F, tal que a; = ’{] | d(C,j) = z}| Luego, recordando que si A(C) = [P, Q)]
entonces d(C, j) = Q; — P}, se obtiene el resultado. O

El Teorema 5.3.1 afirma que A(C) = {AMR)|R € R(8,) y C C R} para todo C € F,,
por lo que la proposicién anterior también nos estd dando informacién geométrica del

arreglo de Shi.

Finalmente, caracterizaremos los intervalos de P,, que aparecen como etiquetas de

las caras de dimension 1.
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Teorema 5.3.7. Sea I = [P, Q] un intervalo de P,. Entonces I es la etiqueta de una

cara de dimension 1 si y solo si se cumplen las siguientes condiciones.

(a) Q es una permutacion del conjunto {1,2,...,n}.

(b) P estd determinada por Q de la siguiente manera. Llamemos (al,ag, .. .,an) =
(@7'1),Q71(2),...,Q7 (n)), y sean 0 = ig < i1 < --- < iy = n los ndmeros tal
que

{il,ig,...,ik_l} = {j S {1,2,...,n} \aj <(lj+1}.

Entonces para todo r € {1,2,...,n}, si j es tal que i; < r < ij41 tenemos que

Par:ij_l—i-‘{lé{l,?,...,n} ’ij_1<l§ij yal>ar}

+1,

con la convencion que i_1 = 0.

Demostracion. Para ver que las condiciones son necesarias, sea C € &, una cara de
dimension 1 tal que 5\(0) = [P, Q], y sea X una representacion por intervalos de C'. X
consiste entonces de una sola cadena H = (Xp,, Xp,, - .., Xp, ). Recordemos que Q; —1 es
el nimero de entradas iguales a + en la i-esima columna de Mz, y por lo tanto (; — 1
es el namero de entradas iguales a + o a 0 en la i-ésima columna de M¢ (excepto la de

la diagonal). Es decir,
Qi=|{ili>iy X() =X} +[{i17<iy X()=XG)+1}|+1.
Pero como X consiste s6lo de la cadena H entonces para todo 4
{71i>biy X(G)=Xb)}U{j|j<biyX(j)>X(bi)+1} ={b1,ba,... . bi_1},

por lo que @, = i. Esto muestra que () es una permutacion del conjunto {1,2,...,n},
y ademds que a; = b; para todo i.

En la Figura 5.8 se muestra una representacion por intervalos de una cara C € Fy
de dimension 1. En este ejemplo, la permutacion @ = (9,8,3,5,7,2,4,1,6) y la suce-
sion (aq,ag,...,a9) = (8,6,3,7,4,9,5,2,1). Los ntuneros ig,i1,%2,...,%x Son entonces

(i07 ila i27 23) = (O, 3, 5, 9)

Notese que los nimeros g, %1,...,% cumplen que para todo m, i; < m < 411 siy

solo si X (ay,) = X(a1) — j. Luego

i = ){l | X () > X(a1) —j}‘.

Recordemos también que P; — 1 es el nimero de entradas iguales a + en la i-esima
columna de Mgz=, y por lo tanto P — 1 es el numero de entradas iguales a + en la

i-ésima columna de M. Es decir,

= |{i13> iy XG)> X0} + [{713 <iy X() > X))+ 13|+ 1.
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Figura 5.8: Representacion por intervalos de una cara de dimensién 1

Sea r € {1,2,...,n} y j tal que i; < r < ij;;. Entonces X(a,) = X(a1) — j. Luego,

como X consiste solo de la cadena H,

P, =|{l|l>a vy X(1) >X(ar)}’+‘{l|l<aryX(l) >X(ar)+1})+1

={1]1>ary X(1) :X(ar)—i—l}’ + ]{z|x<z> >X(ar)—|—1}‘ +1

= {111 @y X0 = X (@) = G- D} + [{1] XO) > X(@1) - G- )} | +1

= {m|am>aryij,1<m§ij}‘+ij,1+l,

que era lo que buscdbamos.

Para el reciproco, es facil ver que si I = [P, Q)] es un intervalo de P,, que satisface las
condiciones (a) y (b) entonces I aparece como etiqueta de alguna cara de dimension 1.

De hecho, la representacién por intervalos definida por
X(Q'@) =-|[{te {1.2,....n} [1<iy Q) <@+ 1}
representa una cara C de dimensiéon 1 que cumple 5\(0) =1. O

Este teorema tiene un bello corolario que se enuncia a continuacién.

Corolario 5.3.8. Si R € R(8,) cumple que A(R) es una permutacion del conjunto
{1,2,...,n} entonces existe una tinica cara C de dimension 1 tal que C C R. Ademds,
toda cara C € F, de dimension 1 estd contenida en la clausura de una unica region

R € R(8y) tal que A(R) es una permutacion del conjunto {1,2,...,n}.

Demostracion. Supongamos que R € R(8,) es tal que @ = A(R) es una permutacion
del conjunto {1,2,...,n}. Por el teorema anterior sabemos que existe una tnica P € P,
tal que el intervalo [P, Q] = ;\(C) para alguna C' € JF,, de dimensiéon 1. Por el Teorema
5.3.1 tenemos entonces que C' C R. Ademas para toda C’ € F,, de dimension 1 tal que

C' C R se tiene que Q € 5\(0’), y como @ es un elemento maximal de P,, entonces
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AC") = [P, Q] para alguna P’ € P,,. Por lo tanto P = P’ y entonces C' = C’, lo que

demuestra la unicidad de la cara C.

Por otra parte, si C' € F,, es una cara de dimension 1 entonces por el teorema anterior
MC) = [P, Q], con Q una permutacion del conjunto {1,2,...,n}. Por el Teorema 5.3.1, si
R € R(8,) es laregion tal que A\(R) = Q entonces C C R. Ademas para toda R’ € R(S,,)
tal que C C R’ se tiene que Q' = A(R') € [P,Q)]. Luego si Q' es una permutacién del
conjunto {1,2,...,n} entonces Q' = @, debido a que @’ es maximal en P,,. Por lo tanto

R = R/, con lo que se prueba la unicidad de R. ]

Una consecuencia clara de este resultado es la siguiente.

Corolario 5.3.9. El nimero de caras de S,, de dimension 1 es n!.

Este es un caso particular de un resultado mas general, expuesto primero por Atha-
nasiadis [2|. Athanasiadis probé que si fi es el namero de caras de §8,, de dimension k

entonces fi estd dado por

f = (Z).’{f:{1,2,...,n—1}—>{1,2,...,n+1} | Imf2{1727~-,n—k}}‘~

Sin embargo la prueba de Athanasiadis es una prueba indirecta, por lo que la prueba

biyectiva expuesta aqui nos permite una mayor claridad sobre la combinatoria del arreglo
de Shi.



Capitulo 6
Conclusiones y perspectivas

Los resultados expuestos en este trabajo reflejan ampliamente las propiedades combi-
natorias del arreglo de Shi, y muestran que todavia restan bastantes aspectos de este
por entender. También es claro que el etiquetamiento de las regiones es mucho més que
una herramienta para contar, ya que provee informacién sobre la estructura de tipo

geomeétrico y combinatorio del arreglo de Shi.

Stanley ha generalizado este etiquetamiento a una clase més amplia de arreglos de
hiperplanos, llamados los arreglos de Shi extendidos. Es bastante probable que varios de
los resultados que se presentan en el capitulo 5 puedan ser extendidos a estos arreglos,
por lo que se considera un posible estudio en esta direccién. También resulta interesante
la posibilidad de aislar las propiedades del etiquetamiento de las regiones que permitieron
probar el Teorema 5.2.1 y el Teorema 5.3.1. De esta forma se podrian aplicar métodos

semejantes a los aqui expuestos en diferentes arreglos de hiperplanos.

Por otra parte, el etiquetamiento de las caras abre paso a varios interrogantes. En
primer lugar, se busca lograr una caracterizaciéon total y simple de los intervalos que
aparecen como etiquetas de alguna cara, para asi obtener una descripciéon completamen-
te combinatoria del orden parcial de caras del arreglo de Shi. También se espera poder
generalizar a mayores dimensiones la forma en que fueron contadas las caras de dimen-
sion 1, y asi encontrar una prueba combinatoria del resultado dado por Athanasiadis.
Finalmente, el etiquetamiento de las caras abre claramente la puerta para una aplicacion
a la teorfa de caminos aleatorios en arreglos de hiperplanos, como es definida por Brown

y Diaconis [5].
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