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Capitulo 1

Introduccion

A lo largo de las distintas &reas de la matematica existen muchas nociones de indepen-
dencia: independencia lineal entre elementos de una espacio vectorial, independencia afin
entre puntos de una geometria, independencia algebraica en una extensiéon de campos,
independencia entre las aristas de una grafo, etc. Sin embargo las propiedades combi-
natorias de cada una de estas nociones son muy similares, lo que permite enmarcarlas

dentro de un mismo contexto como es el de las matroides.

Las matroides fueron definidas por Whitney en 1935, y desde entonces han probado
ser un objeto fundamental en la combinatoria. Su definicién es lo suficientemente general
para permitir una gran cantidad de aplicaciones, y también lo suficientemente especi-
fica para dar lugar a una teoria bastante poderosa. Recientemente ha venido tomando
bastante importancia el estudio de los politopos asociados a las matroides, y las subdi-

visiones matroidales de éstos.

Este trabajo tiene varios objetivos. En primer lugar pretende exponer de manera clara
y concisa los preliminares combinatorios necesarios para el estudio basico de los politopos
matroidales, y presentar las propiedades geométricas bésicas de éstos. También busca
estudiar las subdivisiones de estos politopos, tanto de forma geométrica como de forma
algebraica. Gran parte del trabajo se dedica a estudiar las funciones bien comportadas
bajo subdivisiones desde un marco general y unificado, y a presentar nuevos avances
desarrollados en este tema. Al final se expone una aplicacion de la logica a la repre-
sentabilidad de matroides y a la solubilidad de sistemas de polinomios con coeficientes

enteros.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera. En el capitulo 2 se presentan todos
los preliminares combinatorios necesarios para el resto del documento. Alli se definen
las matroides y se estudian con cierta profundidad, probando los teoremas basicos sobre

éstas. Al final del capitulo se revisa rapidamente la teoria de ordenes parciales y se
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estudian sus funciones de Mobius.

El tercer capitulo se centra en el estudio de los politopos matroidales y sus propie-
dades bésicas. Se describen de manera combinatoria sus vértices y aristas, su dimension

y las desigualdades que los definen.

En el cuarto capitulo se estudian las subdivisiones de los politopos matroidales desde
un punto de vista geométrico. Se investigan con cierto detalle las subdivisiones que
son obtenidas al cortar con un hiperplano y también los hiperplanos que las generan.
Ademas se presenta un ejemplo de una subdivision que no es generada mediante cortes

con hiperplanos, y se generaliza a una familia de subdivisiones de matroides uniformes.

El capitulo 5 presenta un estudio de las funciones bien comportadas bajo subdivi-
siones. Debido a que estas funciones han venido apareciendo en distintas areas y bajo
distintos contextos se les trata de manera general, y se da una equivalencia entre dos
definiciones que han surgido en diferentes partes de la literatura. También se presenta
una amplia familia de funciones que es bien comportada bajo subdivisiones y permite
gran cantidad de especializaciones. De esta forma se prueba que dos funciones sorpren-
dentemente finas son bien comportadas bajo subdivisiones, como lo son el rango de cada

subconjunto y la actividad sobre cada base de una matroide.

En el dltimo capitulo se muestra una aplicaciéon de la logica a la representabilidad de
matroides y la solubilidad de sistemas de polinomios con coeficientes enteros, probando

de manera interesante algunos hechos algebraicos.

Los resultados que se exponen en los capitulos 4 y 5 son parte del trabajo conjunto
con Alex Fink bajo la direccion de Federico Ardila, como parte de la “SFSU-Colombia

Combinatorics Initiative”.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se expondran de manera autocontenida los conceptos combinatorios
necesarios para el resto del trabajo. La gran mayoria del capitulo est& dedicado a desar-
rollar la teoria béasica de matroides, mientras que al final se hablard un poco de 6rdenes
parciales. Si se quiere profundizar en estos temas se pueden consultar las excelentes

referencias (8] y [12].

En la primera secciéon daremos las definiciones bésicas, algunos ejemplos y también
varios resultados fundamentales sobre matroides. En la segunda seccién definiremos rap-
idamente los menores de una matroide. La tercera parte presenta los resultados bési-
cos sobre conexidad en matroides. En la cuarta parte estudiaremos los invariantes de
Tutte-Grothendieck, sobre todo el polinomio de Tutte. Finalmente en la tltima seccién
daremos las definiciones bésicas en la teoria de 6rdenes parciales y entenderemos un poco

las funciones de Mobius.

2.1. Definiciones basicas

Para simplificar la notaciéon, a través de todo el documento denotaremos por [n] al
conjunto de enteros positivos {1,2,...,n}. También escribiremos AUby A\ b en vez de

AU{b} y A\ {b} respectivamente, cuando no se presente confusion.
2.1.1. Independencia

Definicién 2.1.1. Una matroide M es una pareja (E,Z), donde E es un conjunto finito

e 7 es una familia de subconjuntos de E que satisface:

(I1) e T.
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(I2) SiITe€Zy JCI entonces J € T.

(I3) SiI,J €Iy |I| <|J| entonces existe j € J\ I tal que JUj € Z.

En este caso diremos que M es una matroide sobre el conjunto E, al que llamaremos su
conjunto base. A los elementos de Z los llamaremos subconjuntos independientes de M y
a los demaés subconjuntos de F los llamaremos dependientes. A la colecciéon Z también la

denotaremos Z (M) para evitar confusiones cuando trabajemos con distintas matroides.

El nombre “matroide” fue inspirado por la siguiente familia de ejemplos, con la que se

observa que en su definicién realmente se esta capturando una nocién de independencia.

Ejemplo 2.1.2. Sea F' un campo, y sea A una matriz de m X n con entradas en F'y
columnas ¢y, ca, . . ., ¢,. Tomemos E = [n], y definamos Z como la familia de subconjuntos
{i1,42,...,ix} de E tal que las columnas ¢;,, ¢j,, ..., ¢;, son linealmente independientes

(en el espacio vectorial F sobre el campo F'). Entonces M(A) = (E,Z) es una matroide.

Claramente Z satisface los axiomas (I1) e (I2). Para probar (I3), supongamos que
I,J €eZTy|Il <|J|. Llamemos Vi = gen{c;:i €1}y V; = gen{c;: j € J}. Entonces
como

dim (V) = |I] < |J] = dim (V)

tenemos que V; € Vy, por lo que debe existir j € J\ I tal que IUj € Z.

Otra gran familia de ejemplos proviene de la teoria de grafos.

Definiciéon 2.1.3. Un grafo G es una pareja (V, E), donde V es un conjunto (finito)
cuyos elementos llamaremos vértices y F es un multiconjunto de parejas no ordenadas
de vértices (posiblemente iguales). A los elementos de F los llamaremos aristas. Se
acostumbra representar graficamente al grafo G, dibujando un punto en el plano por
cada vértice y una linea entre dos puntos por cada arista entre sus correspondientes

vértices.

En la Figura 2.1 se muestra una representacion grafica del grafo G con vértices
V1,02,0V3,04 Yy aristas €1 = {Ulavl})€2 - {UI)UQ})€3 — {U27U3}7e4 — {U27U3})€5 =

{Ug,vl}.

Un ciclo es un conjunto de aristas {ej,es,...,ex} tal que eg = {vi,v2},e2 =
{vo,v3},...,ep—1 = {vg_1,vk},ex = {vk,v1}, para algunos vértices vy, ve,...,v,. En
el grafo de la Figura 2.1, algunos ciclos son {ea,eq4,e5}, {es,ea} y {e1}.

Un camino entre dos vértices v, u de G es una sucesion de vértices v = vg, v1,..., V0 =

u tal que para todo ¢ € [k] se tiene que {v;_1,v;} es una arista. La relacion definida por

v ~ u si existe un camino entre v y u es claramente una relacién de equivalencia, sus
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Figura 2.1: Representacion grafica de un grafo

clases de equivalencia se denominan las componentes conezas de G. Si G tiene una sola
componente conexa, diremos que G es un grafo conezo. Las componentes conexas del

grafo de la Figura 2.1 son {v1,va,v3} v {va}.

Ejemplo 2.1.4. Sea G = (V, E) un grafo, y tomemos Z como la familia de subconjuntos

de E que no contienen ningtn ciclo. Entonces M(G) = (E,Z) es una matroide.

De nuevo es claro que 7 satisface (I1) e (I2). Ahora, es facil probar por induccion
que si I € Z entonces el grafo Gy = (V. I) tiene |V| — |I| componentes conexas. Luego si
I,J €Ty |l <|J|entonces el grafo G tiene méas componentes conexas que el grafo Gy,
por lo que debe existir una arista j € J cuyos vértices estén en componentes distintas
de G (y por lo tanto j ¢ I). Esta arista cumple entonces que I U j € Z, probando asi
(I3).

El siguiente ejemplo nos serd muy tutil en lo que viene.

Ejemplo 2.1.5. Sean m < n enteros no negativos. Si tomamos E = [n] e Z como la
familia de subconjuntos de E que tienen a lo més m elementos entonces claramente

Unmn = (E,Z) es una matroide, a la que denominaremos la matroide uniforme Up, p,.

Ahora estableceremos el concepto de isomorfismo entre matroides.

Definicion 2.1.6. Diremos que dos matroides M = (E,Z) y M’ = (E',Z') son isomor-
fas, denotado por M = M’ si existe una biyeccion f : E — E’ tal que para todo A C E
se tiene que A € 7 si y solo si f(A) € 7', es decir, f preserva conjuntos independientes.

A la funcion f la llamaremos un isomorfismo entre M y M’.

Notese que toda matroide de n elementos es isomorfa a una sobre el conjunto [n].
Por lo tanto, de ahora en adelante escribiremos indistintamente E o [n] para el conjunto

base de las matroides que consideremos.
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1101
1011
0111
A G

Figura 2.2: Matriz A y grafo G

Ejemplo 2.1.7. Es facil ver que si A y G son la matriz y el grafo de la Figura 2.2,

entonces las matroides M (A), M(G) y Us 4 son todas isomorfas.

2.1.2. Bases

Definicién 2.1.8. Una base de una matroide M es un conjunto independiente maximal
respecto a la inclusion. A la coleccion de todas las bases de M la denotaremos por B(M),

o simplemente B cuando no se presente confusion.

Obsérvese que la coleccion B determina la matroide M, ya que los conjuntos inde-

pendientes son aquellos subconjuntos de E que estdn contenidos en alguna base.

Ejemplo 2.1.9. Es claro que las bases de la matroide uniforme Uy, ,, son los subconjun-
tos de [n| de tamano m. Si A es una matriz entonces las bases de M(A) corresponden
a los subconjuntos linealmente independientes maximales de columnas de A, es decir,
a los subconjuntos de columnas que formen una base para la imagen de A. También es
facil ver que si G es un grafo conexo entonces una base de M (G) es un drbol generador,

es decir, un conjunto de aristas sin ciclos que conecta todos los vértices.

El siguiente es un hecho familiar en el contexto de algebra lineal y es valido méas

generalmente en el contexto de matroides.

Proposiciéon 2.1.10. Todas las bases de una matroide tienen el mismo tamano.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que existen dos bases A y B con |A| <
|B|. Entonces por el axioma (I3) tenemos que existe un elemento b € B\ A tal que
AUb € Z,lo que contradice la maximalidad de A. O

Vale la pena anotar que la anterior proposicion implica que si un conjunto indepen-
diente I tiene el tamano de una base (y por lo tanto de todas), entonces I debe ser una

base también.

Nos serd bastante 1til la siguiente caracterizaciéon de las colecciones que son el con-

junto de bases de alguna matroide.
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Teorema 2.1.11. Una coleccion B de subconjuntos de E es el conjunto de bases de una

matroide sobre E si y solo si B satisface:

(B1) B#0.

(B2) (Propiedad de intercambio) Si A,B € B y a € A\ B, entonces existe b € B\ A tal
que (A\a)Ub e B.

Demostracion. Para ver que estas condiciones son necesarias, supongamos que M es
una matroide sobre F con B(M) = B. Ya que () € Z(M) entonces Z(M) # 0, por lo
que tenemos (B1). Para probar (B2), supongamos que A y B son dos bases de M y
sea a € A\ B. Entonces el conjunto A \ a es un conjunto independiente de tamano
|Al =1 = |B| — 1 < |B|, por lo que por (I3) debe existir b € B\ (4 \ a) tal que
A\aUb e Z(M). Como a ¢ B entonces B\ (A\a) = B\ A, luego b € B\ A. Finalmente,

como |A\ aUb| = |A] entonces A\ a Ub debe ser una base como queriamos.

Probemos ahora que las condiciones son suficientes. Supongamos que B es una familia

de subconjuntos de E que satisface (B1) y (B2). Haremos la prueba en dos pasos:

1. Todos los elementos de B tienen el mismo tamano.

Supongamos por contradiccion que existen dos elementos A, B € B tal que |A| >
| B, y tomémoslos de tal forma que |A\ B| sea minimo entre todas estas parejas.
Sea a € A\ B. Por (B2) sabemos que existe b € B\ A tal que C' = A\ aUbe€ B.
Entonces |C| = |A| > |B| y ademés

|C\ B =[(A\aUb)\ B
=[(A\a)\ B|
= |(A\ B)\ d
= |A\B| -1,
lo que contradice la escogencia de A y B.
2. Sea T la coleccion de subconjuntos de E que son subconjuntos de algin elemento

de B. Entonces (E,T) es una matroide.

Claramente 7 satisface (I1) e (I2). Para probar (I3), supongamos que I,J € 'y
|I| < |J|. Por definici6n sabemos que existen A,B € Btalque I C Ay JC B,y

tomémoslos de tal forma que |(A\ I) \ B| sea minimo.

Si [(A\I)\ B| > 0, entonces existe a € (A\I)\ B C A\ B. Aplicando (B2)
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tenemos que existe b € B\ A tal que C = A\ aUb € B. Pero entonces I C C'y

[(C\D)\ B = aUb)\ 1)\ B
)N\ B
)\ B)\ q|

ANDA\ Bl -1,

~

lo que contradice la escogencia de A y B.

Por lo tanto se debe tener que A\ I C B. Ademads, como |A| = |B| entonces
|A\I| =|A|—|I| > |B|—|J| =|B\J| yluego A\ I & B\ J, por lo que existe
je(A\I)NJ. Luego TUj C Ay entonces I Uj € Z, lo que prueba (I3).

Finalmente, es claro de la definiciéon y el paso 1 que B es el conjunto de bases de (E,Z),

con lo que termina la prueba. O

La anterior caracterizaciéon nos ayudara en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.12. Sea n un entero positivo, y sean 1 < ¢ < ¢g < --- < ¢ < n enteros.

Llamemos B¢, ¢,,. . @ la coleccion de conjuntos de la forma {a; < as < --- < a;} tal

k
que a; < ¢;. Entonces Be, ¢,,....¢, €s la coleccion de bases de una matroide B, ¢,, ..., @
la que llamaremos matroide de Schubert. En diversas partes de la literatura estas ma-
troides reciben también otros nombres como “shifted matroids”, PI-matroides, matroides

generalizadas de Catalan o matroides de libertad.

Probaremos que la coleccion B, ¢,,.. ., cumple los axiomas (Bl) y (B2). Clara-
mente Be, ¢, .. cumple (B1), ya que {¢1 <2 <--- < ¢} € Beyeo,..c,- Para ver que
Be,.cs,....c,, cumple (B2), tomemos dos conjuntos distintos A = {a; <ag <--- <ag}y
B = {b; <by<---<bg} en Be ey, .., ¥ supongamos que a; € A\ B. Llamemos m
al menor entero tal que b,, € B\ A. Sea [ el entero tal que a;—1 < by, < a; (con la
convencion que ag = 0y axy1 = n + 1). Notese que por la definicion de m tenemos que
para todo r < m existe un elemento a;, tal que b, = a;,. En particular, esto implica que
m <.

Mostraremos que A\ a; U by, € Be, cy,...c,, POr lo que Be, ¢, ¢, cumple (B2). Para

esto consideremos los siguientes casos:

= Sil < j entonces
A\ajubm:{al<a2<---<al_1<bm<al<---<aj,1<aj+1<---<ak}.

Notese que by, < by < ¢ v ademés para todo | < s < j — 1 se tiene que ags < ¢5 <
Cs+1, por lo que A\ a; Uby, € Be) co....cp-
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= Si ] = j entonces
A\ajUby ={a1 <az < - <a-1 <bp < a1 <--- <ag},
de donde es claro que A\ a; Uby, € Be) c,...c, ya que by, < b < ¢.
= Sil=j+ 1 entonces
A\ ajUby ={a1 <ar < - <ag <bp <a <---<ag}.

Como ningtn b, = a;. es igual a a; = a;—; entonces m < [ — 1, por lo que

by < b1 < -1 yluego A\ a; Uby, € By co,....cp-

= Si [ > j+ 1 entonces
A\ajubm:{al<a2<~'<aj,1<aj+1<-~-<al_1<bm<al<---<ak}.

Tomemos s tal que j+1 < s <l —1. Sea t el menor entero tal que as < b;. Como
ningun b, = a;, es igual a a; tenemos que ¢ < s — 1, por lo que a; < by < bg_1 <
cs—1- Ademas, al igual que en el caso anterior, se cumple que m <[ —1 y entonces
by < bi—1 < ¢j—1. De esta forma tenemos que A\ a; Uby, € Be) co,....cp-

En cualquier caso A\ a; U by, € Be, c,,....c,» cOn lo que termina la prueba.

De manera un poco sorprendente, las bases de una matroide cumplen la siguiente

propiedad de intercambio simétrico.

Teorema 2.1.13. Sea B la coleccion de bases de una matroide. Si A,B € Bya e A\B
entonces existe b € B\ A tal que A\ aUb e B y también B\ bUa € B.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que no se cumple el resultado. Tomemos
A,B € B tal que |A\ B| = |B\ A| sea minimo entre todas las parejas de bases que son
contraejemplo al teorema. Sea a € A\ B tal que para todo b € B\ A vale que A\aUb ¢ B
o B\bUa ¢ B. Aplicando la propiedad de intercambio (B2), sabemos que existe b € B\ A
tal que A\ aUb € B. Aplicando de nuevo (B2) a las bases By A con el elemento b € B\ A
tenemos que existe a’ € A\ B tal que B’ = B\ bUd € B. Notese que @’ # a debido
a la escogencia de a, luego a € A\ B'. Ademés |[A\ B'| = |A\ B\d| = |4\ B| — 1,
por lo que por la escogencia de A y B tenemos que existe ¥’ € B"\ A = B\ A\ b tal
que A\ aUb € By ademas B” = B"\ b Ua = B\ {b,b'} U{a,d'} € B. Finalmente,
aplicando (B2) a B” y B con el elemento o’ € B”\ B tenemos que alguno de los conjuntos
B"\d Ul =B\bUay B"\d Ub=B\V Ua estd en B, lo que es una contradiccién

con la escogencia de a. O

La siguiente definiciéon nos serd de utilidad més adelante.
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Definicion 2.1.14. Sea M una matroide sobre E. Diremos que el elemento e € E es
un coloop si para toda base B se tiene que e € B, y que es un loop si para toda base B

ocurre que e ¢ B.

2.1.3. Rango

La anterior nocién de independencia nos permite definir una nocién de rango, que gener-

aliza la que tenemos en los distintos ejemplos. Primero necesitamos un resultado sencillo.

Proposicion 2.1.15. Sea M una matroide sobre E, y sea X C E. Entonces todos los
subconjuntos independientes de X mazximales tienen el mismo tamarnio. A estos subcon-

juntos los llamaremos bases de X.

Demostracion. La prueba es basicamente la misma que para las bases de M. Supong-
amos por contradiccién que existen A, B C X independientes maximales con |A| < |B].
Entonces por el axioma (I3) tenemos que existe un elemento b € B\ A tal que AUDb es

independiente (y subconjunto de X), lo que contradice la maximalidad de A. ]

Definicién 2.1.16. La funcidn rango de una matroide M, denotada por r,; (o simple-
mente 7 cuando no haya confusion), es la funcion que le asigna a cada subconjunto X
de F el tamafio de cualquiera de sus bases. Al rango de F, es decir al tamano de las

bases de M, lo llamaremos también el rango de M y lo denotaremos por r(M).

Notese que la funcién rango determina completamente la matroide M, ya que los
conjuntos independientes de M son precisamente aquellos subconjuntos X de E que

cumplen que 7(X) = | X]|.

2.1.4. Circuitos

Muchas veces nos serd tutil también tratar con los conjuntos dependientes.

Definicién 2.1.17. Un circuito de una matroide M es un conjunto dependiente minimal
respecto a la inclusion. A la coleccion de circuitos de M la denotaremos por C(M), o

simplemente C cuando no se presente confusion.

De nuevo, la coleccién C determina completamente la matroide M, ya que los con-

juntos independientes son los subconjuntos de £ que no contienen ningin circuito.

Ejemplo 2.1.18. Los circuitos en la matroide uniforme U, , son los subconjuntos de
[n] de tamano m + 1 (si m < n). Si G es un grafo entonces los circuitos de M (G) son

los ciclos que no pasan mas de una vez por un mismo vértice.
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En el siguiente teorema se listan las principales propiedades de los circuitos de una

matroide.

Teorema 2.1.19. Sea M una matroide. Entonces la coleccion C = C(M) satisface:

(C1) D ¢C.
(C2) SiC,D eC yC CD entonces C = D.

(C3) (Propiedad de eliminacion) Si C,D € C con C # D y e € C N D entonces existe
F eC tal que F C (CUD)\e.

Demostracion. Es claro que C satisface (C1) y (C2). Para probar (C3), tomemos C, D €
Ccon C# DyeecCnD.Supongamos por contradiccion que (C'U D) \ e no contiene
ningun circuito, es decir, (C'U D) \ e es independiente. Por (C2) sabemos que existe
¢ € C'\ D. La familia

A={Je€eI(M):C\ecCJCCUD}

es no vacia ya que C \ ¢ € A, luego existe un elemento I € A de cardinalidad méxima.
Claramente ¢ ¢ I y ademdas como D es dependiente entonces existe d € D \ I. Como
¢ € C'\ D entonces ¢ # d. Luego

| < [(CUD)\{z,y}| = [CUD[ =2 <[(CUD)\el,

por lo que aplicando (I3) llegamos a una contradiccion con la maximalidad de |I|. O

De hecho, las anteriores condiciones son también suficientes para que una coleccion
de subconjuntos de E sea el conjunto de circuitos de una matroide, aunque este hecho

no lo necesitaremos aqui.

Proposicion 2.1.20. Sea B una base de la matroide M, y sea e ¢ B. Entonces existe
un unico circuito contenido en BUe, que ademds contiene al elemento e. A este circuito

lo llamaremos el circuito fundamental de e sobre B y lo denotaremos por C(e, B).

Demostracion. Como BUe es dependiente entonces debe contener un circuito, que debe
contener a e ya que B no contiene ningun circuito. Ademaés, si existiera otro circuito en
BuUe de igual forma deberia contener al elemento e, por lo que aplicando (C3) tendriamos

que B contiene un circuito. O

Una caracterizacion que necesitaremos de los circuitos fundamentales es la siguiente.

Proposicion 2.1.21. Sea B una base de la matroide M, y sea a ¢ B. Entonces b €
C(a,B) siy solo si B\ bUa es una base.
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Demostracion. Si b € C(a,B) entonces B\ bU a no contiene ningun circuito, luego es
un conjunto independiente. Ademas B \ b U a tiene el mismo tamano de B, por lo que
debe ser una base. De la misma manera, si B \ b U a es una base entonces no contiene

ningun circuito, por lo tanto b € C'(a, B). O

2.2. Menores

Las siguientes proposiciones nos muestran cé6mo obtener nuevas matroides “dentro” de
otras. A las matroides que se pueden obtener de esta forma a partir de una matroide M

las llamaremos menores de M.

Proposicion 2.2.1. Sea M una matroide sobre E, y sea X C E. Consideremos la
coleccion
Ipnx ={ICE\X:T€I(M)}.

Entonces (E\ X,Ip\x) es una matroide, a la que llamaremos la eliminacion de X de la
matroide M y la denotaremos por M \ X. También la llamaremos la restriccion de M
al congunto E'\ X, denotada por M|(E \ X).

Demostracion. La prueba de los axiomas de independencia es directa. O

Proposicién 2.2.2. Sea M una matroide sobre E, y X C E. Sea Bx una base de X.
Si definimos
IIE\X ={ICE\X:IUBx €I(M)}

entonces (E\ X, I]’E\X) es una matroide, que ademds no depende de la escogencia de la
base Bx de X. A esta matroide la llamaremos la contraccion de X de la matroide M y
la denotaremos M /X .

Demostracion. Claramente I]’E\X cumple (I1) e (I2). Para probar (I3) supongamos que
I,J e I]’E\X y |I| < |J|. Entonces I UByx,JUBx € Z(M) y |l UBx| < |J U Bx| por
lo que existe j € (JUBx)\ (I UBx) = J\I tal que I UjUBx € Z(M), es decir,

ITuje IJ/E\  como querfamos.

Para ver que esta matroide no depende de la escogencia de By, tomemos Y C F\ X.
Notese que By es una base de Y en M/X siy solo si By U Bx es una base de Y U X
en M, por lo que ry;/x(Y) = 7y (Y U X) —73(X), que no depende de la escogencia de
Bx. O

En el caso en que tratemos con conjuntos de un solo elemento, escribiremos M \ e,
Mley M/e en vez de M \ {e}, M|{e} y M/ {e} respectivamente.
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Resumiremos para mayor claridad la relacion entre el rango de M y el de la elimi-

nacion, restriccién y contraccién de algin subconjunto.

Proposicion 2.2.3. Sea M una matroide sobre E, y sea X C E. Entonces para todo
YCFE\X
ranx (V) = ) (Y) = ru(Y),

y también

2.3. Conexidad

Desarrollaremos en esta seccién una nocién de conexidad para matroides, que gener-
aliza el concepto de 2-conexidad en grafos. Para esto necesitamos probar primero una

propiedad de eliminacién fuerte para los circuitos de una matroide.

Proposicion 2.3.1. Sea C la coleccion de circuitos de una matroide. Si C;D € C,
ecCNDyfeC\D; entonces existe F € C tal que f € F C (CUD)\ e.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que esto no se cumple. Tomemos C, D € C
para los que falla la proposicion, tal que |C'U D| sea minimo (entre todas las parejas
de contraejemplos). Tomemos e € CN Dy f € C\ D tal que no existe F' € C con
feF C(CUD)\e. Aplicando el axioma de eliminacién (C3), sabemos que existe
C" e C tal que C' C (CUD)\e. Como C" ¢ C (ya que son circuitos distintos) entonces
existe g € C'\ C. Ademés por hipotesis f ¢ C’, por lo que C'UD C (CUD)\ f y entonces
|C"UD| < |CUD|. Luego C' y D si satisfacen la proposicion, asi que como g € DN C’
y € € D\ C’ entonces existe D' € C tal que e € D' C (DUC")\ g. De nuevo tenemos que
C'y D’ cumplen la propiedad de eliminacion fuerte, ya que CUD’ C (CUD)\ g. Como
ec CND"y f e C\ D entonces existe F' € C tal que f € FF C (CUD’)\e C (CUD)\e,

lo que es una contradiccion. O

Definicién 2.3.2. Sea M una matroide con conjunto base E. Llamaremos v = v, a la

relacion binaria sobre E definida por
avb <= a=b o existe un circuito de M que contiene tanto a a como a b.

Teorema 2.3.3. Sea M wuna matroide sobre E. Entonces v es una relacion de equiva-

lencia en E.

Demostracion. Claramente v es reflexiva y simétrica. Para ver que ~ es transitiva,

tomemos e, f,g € E distintos tal que ey f y fg. Existen entonces circuitos C] y
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Cy tal que e € C1, g € Oy y C1NCy # 0, y escojamoslos de tal forma que |Cy U Cy|
sea minimo entre todas las parejas que cumplen dichas condiciones. Supongamos por
contradicciéon que no existe un circuito que contenga tanto a e como a g, en particu-
lar C; # C5. Tomemos h € Cy N Cs. Por la Proposicién 2.3.1 existe un circuito Cj
tal que e € C5 C (Cy U Cy) \ h. Por hipotesis, g ¢ C5. Como C3 ¢ C; entonces ex-
iste 1 € (Co \ C1) N C3. Aplicando nuevamente la Proposicion 2.3.1 a Cy y C3 tenemos
que existe un circuito Cy tal que g € Cy C (Co U C3) \ i. Como Cy € C5 entonces
CyN(C3\ Co) #0, y por lo tanto C4 N Cy # 0. Ademas C; UCy C (C1 UCy) \ i, por lo
que |C7 U Cy| < |Cy U Cy]. Pero entonces la existencia de los circuitos C y Cy contradice

la escogencia de Cy y Co, con lo que termina la prueba. ]

Definicion 2.3.4. Sea M una matroide con conjunto base E. A las clases de equivalencia
de v las llamaremos componentes conezas de M. Si M tiene s6lo una componente conexa

diremos que M es una matroide coneza.

Existen otras maneras equivalentes de definir la relacién -, como veremos a contin-

uacion.

Definiciéon 2.3.5. Sea M una matroide sobre E. Si existen A, B € B(M),a€ A\ By
be B\ A tal que A= B\ bU a; entonces diremos que (a,b) es un cambio elemental en
M entre las bases A y B.

Proposicion 2.3.6. Sea M una matroide sobre E, y a,b € E. Entonces a~vyb si y sélo

st (a,b) es un cambio elemental (0 a =10).

Demostracion. Si ayby a # b, tomemos un circuito C' que contenga tanto a a como
a b. El conjunto C'\ a es independiente, por lo que existe una base B que lo contiene.
El circuito fundamental C(a, B) es entonces C, por lo que por la Proposicion 2.1.21

tenemos que (a,b) es un cambio elemental.

Supongamos ahora que (a,b) es un cambio elemental entre las bases A y B. Por la

Proposicion 2.1.21 tenemos que b € C'(a, B), luego a~yb. O

La razén por la que estamos interesados en la conexidad de una matroide es por su

relacion con las sumas directas.

Definicion 2.3.7. Sean My, Mo, ..., M; matroides. Llamemos F; al conjunto base de
M; y B; = B(M;). Supongamos que los conjuntos E; son disyuntos dos a dos. Es facil
ver que el conjunto

B={BiUByU---UBy: B; € B}

es la coleccién de bases de una matroide M sobre Fq4 U Ey U --- U Ej.. En este caso
diremos que M es la suma directa de las matroides My, Mo, ..., My vy lo denotaremos
por M =M &My ®--- & M.
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Proposicion 2.3.8. Sea M una matroide sobre E, y sea A C E. Entonces M = (M|A)®
(M|(E\ A)) siy solo si A es union de componentes conexas de M.

Demostracion. Es facil ver que si M = (M|A) & (M|(E \ A)) entonces todo cambio
elemental en M se da entre dos elementos de A o entre dos elementos de E \ A, por lo

que A es uniéon de componentes conexas de M.

Supongamos ahora que A es uniéon de componentes conexas de M. Tomemos By base
de M|A y By base de M|(E '\ A). Mostraremos que By U By es base de M. Sabemos que
existen dos bases Bf, B} de M tal que BjN A= By y ByN(E\ A) = By, y tomémoslas
de tal forma que k = |B} \ Bj| = |Bj\ Bj| sea minimo. Supongamos que k # 0, es
decir, que existe by € B} \ Bj. Aplicando el Teorema 2.1.13 tenemos entonces que existe
by € B\ Bj tal que Bf = B} \ by Uby y BJ = B\ ba Ub; son bases de M. Como b
y U estan en la misma componente conexa de M entonces ambos estan en A o ambos
estan en F \ A, asi que sin pérdida de generalidad supongamos que estan en A. Las
bases B] y Bj cumplen entonces que BiNA = By y By N (E\ A) = Bsg, pero ademés
|B1 \ By| = |B} \ B — 1, lo que contradice la escogencia de B y Bj. Hemos mostrado
entonces que k = 0, y por lo tanto B} = B, = By U By es una base de M.

Ahora tomemos una base B de M. Mostraremos que B es union de una base de M|A
con una base de M|(E \ A). Como I; = BN A es independiente en M|A entonces esta
contenido en una base By de M|A. De la misma forma Io = BN (E'\ A) esta contenido
en una base By de M|(E \ A). Por lo que mostramos antes, B’ = By U By es una base

de M, que ademas contiene a B. Por lo tanto B = B’ = By U By como queriamos. [

Corolario 2.3.9. Sea M wuna matroide con componentes conexas C1,Cs,...,CL. En-

tonces
M=M|Ci®M|Cy®--- & M|Cy

es la descomposicion mds fina posible de la matroide M como una suma directa.

Demostracion. Notese que si M = Ny @ N» entonces las componentes conexas de M
son las componentes conexas de Nj junto con las de Ny. Por lo tanto en vista de la

Proposicion 2.3.8 se tiene el resultado. O

2.4. El polinomio de Tutte

Tal vez la mejor manera de presentar el polinomio de Tutte es a través de la siguiente

familia de invariantes.

Definicién 2.4.1. Un invariante de Tutte-Grothendieck es una funcion f : Matroides —

R, donde R es un anillo conmutativo con identidad, con las siguientes propiedades:
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1. Si M = N entonces f(M) = f(N).
2. Si e € M no es un coloop ni un loop, entonces f(M) = f(M \ e) + f(M/e).

3. Si e € M es un coloop o un loop, entonces f(M) = f(Mle)f(M \ e).

Notese que el valor de un invariante f de Tutte-Grothendieck queda entonces deter-
minado por su valor en las dos matroides Mcoloop ¥ Mioop que constan de sélo un coloop
y de so6lo un loop respectivamente, ya que aplicando las propiedades 2 y 3 podemos

hallar recursivamente el valor de f(M) para cualquier matroide M sblo en términos de
f(Mcoloop) y f(Mloop)-

Ejemplo 2.4.2. No es dificil ver que las siguientes funciones son invariantes de Tutte-
Grothendieck:

» b(M) = numero de bases de M.

» (M) = namero de conjuntos independientes de M.

s(M) = namero de conjuntos generadores de M (es decir, subconjuntos de E que

contienen alguna base de M).

€(M) =9 nimero de elementos de M'

Definicion 2.4.3. Sea M una matroide sobre el conjunto E. El polinomio de Tutte de

la matroide M es el polinomio en Z[x,y] definido por

T(Miz,y) = Y (o = 1/ P7 (g — 1A=,
ACE

El siguiente teorema muestra la gran importancia del polinomio de Tutte.

Teorema 2.4.4. El polinomio de Tutte es un invariante de Tutte-Grothendieck. Ademds,

se cumple que T(Mcoloop§ z, y) =Ty T(MloopS T, y) =Y.

Demostracion. Es rutinario comprobar que T'(Mcoloop; Z,Y) = T ¥ T(Migop; ,y) = y.
Ademés es claro que el polinomio de Tutte cumple la propiedad 1 de la Definicién 2.4.1.
Para comprobar la propiedad 2, supongamos que e € M no es un loop ni un coloop.

Entonces
T(M\ e;z,y) = Z (z — 1)7“1\4\5(E\6)*7”M\5(A) (y — 1)|A\*7‘M\e(A)
ACE\e

_ Z (z — 1)7“1\/1(E\6)—7’M(A) (y — 1)\14\—7“1\/1(14)
et ACE

_ _ 1y (E)=rm(A) (,, _ 1)|Al=7a(A)
(x—1) (y—1)
et ACE
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T(M/e;z,y) = Z (z — 1)7’M/e(E\e)—TM/e(A) (y — 1)|A|—7’M/e(14)

_ Z (x - 1)TM(E)*TM(AU€) (y _ 1)|AH’1*T‘M(AU6)
e¢ACE

= Z (z — 1)y E)=ra (A () A= (A7)
ecA'CFE

por lo que T'(M;z,y) =T (M \ e;x,y) + T(M/e;x,y). De la misma manera, si e € M

es un coloop entonces

T(M;x,y)

Z ($ _ 1)7’M(E)—7“M(A) (y _ 1)\A|—7‘M(A)

ACE
Z (z— 1)7’M(E)—7“M(A) (y — 1)\A|—TM(A)
e¢ACE
+ Z (x _ 1)7“M(E)—7’M(A) (y _ 1)|A\—7’M(A)
ecACE
Z (z — 1) BN HL=rar () () q)lAl=rar(4)
e¢ACE
+ Z (x o 1)rM(E\e)+1er(A\e)fl(y _ 1)|A\e|+1er(A\e)71
e€ACE
(x o 1) Z ($ o 1)TM(E\e)er(A)(y o 1)‘A‘7TM(A)
e¢ ACE
£ Y (@ PN pAelrarAv)
e€ACE
(x—1) Z (z — 1) (BN =rar(A) () _ 1)l Al=rae(A4)
e¢ACFE
+ Z (.T _ 1)TM(E\3)*TM(A/)(y _ 1)‘A/|7TM(A/)
e¢ A'CE
x Z (z — 1) BN =rar(A) () 1) Al=rar(4)
e¢ACE
T Z (z 1)7“M\e(E\3)*7”M\e(A)(y _ 1)\14\*7”1\/1\5(14)
e¢ACE
e T(M\ e;3,y)

T(Mcoloop; €, y) T(M \ €, y)

En el caso en que e sea un loop, un argumento similar muestra que T(M;z,y) =

T(Moop; ,y) T(M \ €;x,y), con lo que termina la prueba. O
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El siguiente corolario describe al polinomio de Tutte como el invariante de Tutte-

Grothendieck universal.

Corolario 2.4.5. Sea R es un anillo conmutativo con identidad, y sean c,l € R. En-
tonces existe un tnico invariante [ de Tutte-Grothendieck tal que f(Meoloop) = € Y

f(Mioop) = l. Ademds este invariante es una evaluacion del polinomio de Tutte, a saber,

f(M) =T (M;ec,l).

Demostracion. Por el Teorema 2.4.4, la evaluacion T'(M; ¢, 1) del polinomio de Tutte es
un invariante f de Tutte-Grothendieck que cumple que f(Mcoloop) = ¢y f(Mioop) = [.
Ademas es el unico de éstos, ya que los invariantes de Tutte-Grothendieck estan deter-

minados por su valor en Mcoloop ¥ Mioop- O

Ejemplo 2.4.6. Continuando con el Ejemplo 2.4.2, en vista del Corolario 2.4.5 tenemos

que:
» b(M) = namero de bases de M =T(M;1,1).
» (M) = namero de conjuntos independientes de M = T'(M;2,1).
» s(M) = namero de conjuntos generadores de M = T'(M;1,2).

- €(M) — 2m‘1mer0 de elementos de M __ T(M’ 2 2)‘
2.4.1. Actividad sobre las bases

La definicién que tenemos del polinomio de Tutte no nos permite conocer facilmente el
coeficiente de cada uno de sus monomios. Para lograr esto necesitaremos la siguiente

definicién.

Definicion 2.4.7. Sea M una matroide sobre [n] y B una base de M. Diremos que el
elemento i € [n]\B es externamente activo sobre B sii < j paratodo j € B tal que B\jUi
es una base de M. Analogamente diremos que i € B es internamente activo sobre B si
i < j paratodo j € [n]\ B tal que B\iUj es una base de M. Al conjunto de los elementos
externamente activos sobre B lo denotaremos por F(B) = Ej(B), y al de internamente
activos sobre B por I(B) = Ip;(B). También escribiremos e(B) = ey (B) = |Ey(B)| e
i(B) = in(B) = | (B).

Teorema 2.4.8. Si M es una matroide sobre [n] entonces

T(M;z,y)= Yy, o' y®. (2.1)
BeB(M)
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Demostracion. Llamemos T'(M;x,y) al polinomio de la derecha en la ecuacion (2.1). Es
facil ver que T'(Mcoloop; ,Yy) = x y que T'(Mioop; ¢, y) = y. Probaremos entonces que

T’ satisface la misma recursion que el polinomio de Tutte, de donde se sigue el teorema.

Tomemos una matroide M sobre [n]. Supongamos que 7 no es un coloop ni un loop,
y tomemos una base B de M. Si B contiene a n entonces tomando una base A que no
contenga a n y aplicando (B2) tenemos que existe ¢ < n tal que B\nU1 es una base. De
la misma forma, si B no contiene a n entonces tomando una base A que contenga a n y
aplicando el Teorema 2.1.13 llegamos a que existe i < n tal que B\iUn es una base. Luego
n no es externamente activo ni internamente activo sobre ninguna base. Ahora, si B no
contiene a n entonces es facil ver que Eyp,(B) = En(B) e Iy, (B) = Iy (B). De la
misma forma, si B contiene a n entonces Eyr/,(B\n) = En(B) e Inr/n(B\n) = Iy (B).
Luego

T'(Mizy)= Y av®yul®
BeB(M)
— Z M (B) yeM(B) + Z i (B) yeM(B)
ng¢ BEB(M) neBEB(M)
_ Z 2iM\n(B) yeM\n(B) + Z 2tm/n(B) yeM/n(B)
BeB(M\n) BeB(M/n)
=T'(M\n;z,y) +T'(M/n; z,y).

Si n es un coloop en M, es decir, si n estd en todas las bases, directamente de la
definicién se tiene que n es internamente activo sobre todas las bases y no es externa-

mente activo en ninguna. Ademéas para toda base B se tiene que EM\n (B\n) = E)(B)
e Inpn (B \ n) = In(B) \ n, por lo que

T'(Mizy)= Y ay®yeul®
BEB(M)
BeB(M\n)
— . Z 2i\n(B) yeM\n(B)
BeB(M\n)
=a-T'(M\n,z,vy).

De manera completamente andloga se puede ver que si n es un loop en M entonces
T'(M;z,y) =y-T'(M \n;z,y). O

Notese que el anterior teorema es equivalente a que el coeficiente de z'y® en el
polinomio de Tutte de una matroide M es igual al nimero de bases de M con i elementos

internamente activos y e elementos externamente activos.
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Como corolarios inmediatos tenemos los siguientes.

Corolario 2.4.9. Todos los coeficientes del polinomio de Tutte de una matroide son no

negqativos.

Corolario 2.4.10. Si M es una matroide sobre [n]| entonces la suma
Z 2/(B) 4ye(B)
BEB(M)

es tnvariante bajo isomorfismo.

Este ultimo resultado es algo sorprendente, ya que un reordenamiento de los elemen-

tos de una matroide M puede cambiar drasticamente la actividad sobre cada base.

2.5. Ordenes parciales

Definicién 2.5.1. Un conjunto parcialmente ordenado u orden parcial es un conjunto

P junto con una relacién binaria < que satisface las siguientes tres propiedades:

1. (Reflexividad) Para todo x € P, se tiene que x < z.
2. (Antisimetria) Para todo x,y € P, si x <y y y < z entonces x = y.

3. (Transitividad) Para todo x,y,z € P,sizx <y y y < z entonces x < z.

Usaremos las abreviaciones comunes, por ejemplo z < y cuando x <yy x #y,0y > x

cuando z < y. Si z <y en P entonces el intervalo (cerrado) [x,y] de P se define como
[zyl ={zePlz<z<y},

Un elemento x € P es un elemento minimal (resp. mazimal) de P si no existe y € P tal
que y < x (resp. y > x). Diremos también que x € P es minimo (resp. mdzimo) si para

todo y € P se cumple que z <y (resp. x > ).

Si x y y son elementos de un orden parcial P, diremos que y cubre a z, y lo deno-
taremos x << y, si * < y y no existe z € P tal que z < z < y. El diagrama (de Hasse)
de un orden parcial finito P se obtiene dibujando los elementos de P como puntos, con
x mas abajo que y si < y, y dibujando una arista entre z y y si z < y. En la Figura
2.3 se muestra el diagrama del orden parcial Bs que consta de los subconjuntos de [3]

ordenados por inclusion.

Una cadena de longitud k en un orden parcial P es un conjunto xg < x1 < --- < g
de elementos de P. Diremos que el orden parcial P es graduado de rango m si toda

cadena maximal en P tiene longitud m.
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Figura 2.3: Diagrama del orden parcial B3

Si el intervalo [z,y] del orden parcial P es un orden parcial graduado de rango k,

diremos que la longitud del intervalo [x,y], denotada por I(z,y), es igual a k.
2.5.1. La funcién de Mobius

Un orden parcial P es localmente finito si todo intervalo [z, y] de P es finito. Denotaremos
por Int(P) al conjunto de todos los intervalos (cerrados) de P. Simplificando la notacion,

para cualquier funcion f : Int(P) — Z escribiremos f(z,y) en vez de f([z,y]).

Definiciéon 2.5.2. Sea P un orden parcial localmente finito. La funcion p = upp :
Int(P) — Z, llamada la funcién de Mébius de P, se define recursivamente de la siguiente

manera:

u(x,z) =1, para todo = € P

wlzr,y) = — Z u(z, z), para todo x < y en P.
r<z<y

Notese que esta ultima condicién es equivalente a

Z wu(z,z) =0, para todo < y en P.
r<z<y

Desarrollaremos un poco la teoria de &lgebras de incidencia para una mejor com-

prension de esta funcién.

Sea K un campo. Si P es un orden parcial localmente finito, llamaremos J(P) =
J(P,K) al espacio vectorial de todas las funciones f : Int(P) — K. De nuevo para
simplificar la notacion, si f € J(P) escribiremos f(x,y) en vez de f([z,y]). Podemos
considerar de manera natural a la funcion g = pp como un elemento de J(P). Ahora,

para f,g € J(P) definamos el producto (o convolucion) fg € IJ(P) de la siguiente manera:

fele,y) = > flx,2)g(zy).

z<z<y
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Es facil ver que este producto hace de J(P) un algebra asociativa, con identidad multi-
plicativa § € J(P) (llamada la funcion 6 de Kronecker) definida por

1, six=y
o(x,y) = ,
0, siz<uy.

Proposicion 2.5.3. Sea f € J(P). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) [ tiene inverso por la derecha.
(b) f tiene inverso por la izquierda.

(c) f es invertible (es decir, f tiene un inverso por ambos lados).

(d) f(x,x) # 0 para todo x € P.

Demostracion. Supongamos que f tiene inverso por la derecha, es decir, existe g € J(P)

tal que fg = en J(P). Esto es equivalente a

flx,z)g(x,z) =1, para todo = € P,

glz,y) = —f(z,z)~? Z f(z,2)g(z,y), para todo x < y en P.
<2<y
Luego f tiene inverso por la derecha si y solo si f(x,z) # 0 para todo z € P. De la
misma forma podemos ver que f tiene inverso por la izquierda si y solo si f(z,x) # 0
para todo x € P, y por lo tanto, si y solo si f tiene inverso por la derecha. Pero si f
tiene inverso por la izquierda y por la derecha entonces estos deben ser iguales, por lo

que f es invertible. O

La funcion zita ¢ € J(P) se define como ((z,y) = 1 para todo x < y en P. Notese que
la definicion de la funcion p (Definicion 2.5.2) expresa simplemente la relacion u¢ = §
en J(P). Por la proposiciéon anterior, esto implica que ¢ es invertible y que ¢~ = p. En

particular, (i = 0 y por lo tanto

Z u(z,y) =0, para todo z < y en P.
z<z<y

Luego una definicién equivalente de la funcién de Mobius es:

u(x,z) =1, para todo = € P

w(z,y) = — Z wu(z,y), para todo < y en P.
r<z<ly



Capitulo 3
Politopos matroidales

El proposito de este capitulo es desarrollar los resultados bésicos sobre los politopos
matroidales y brindar al lector cierta familiaridad con ellos. Aunque daremos las defini-
ciones principales (més que todo para fijar la notacion), se asumira que el lector tiene
conocimiento de los resultados bésicos sobre politopos convexos. Una excelente intro-

duccion al tema se puede encontrar en [15].

En la primera seccion del capitulo daremos la definiciéon de politopo matroidal y
también algunos ejemplos. En la segunda parte investigaremos la dimensiéon de estos
politopos. En la tercera parte estudiaremos mejor las caras de los politopos matroidales,
en particular sus vértices y aristas. Demostraremos el importante teorema de Gelfand,
Goresky, MacPherson y Serganova que caracteriza dichos politopos en términos de sus
aristas. Finalmente, en la dltima parte encontraremos una descripciéon de los politopos

matroidales en términos de desigualdades.

3.1. Definicién

Definiciéon 3.1.1. Sea M una matroide sobre [n]. Si A C [n] entonces al punto en R”
vA = Z €;
€A
lo llamaremos el wvector caracteristico de A, donde e; es el i-ésimo vector en la base
canoénica de R™. El politopo asociado a la matroide M estd definido por

(M) = conv{vp : B € B(M)},

donde

=1 i=1

k k
conv {vy,ve,..., v} = {Z)‘ivi : \j > 0 para todo i, y Z)‘i = 1},
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o equivalentemente, conv {v1,ve,...,v;} es el minimo conjunto convexo que contiene a
los puntos vy, ve, ..., vg. A I'(M) también lo llamaremos el politopo de M,y diremos que

es un politopo matroidal.

Para matroides con conjunto base E distinto de [n], su politopo asociado se define
de igual forma después de una identificacion entre E' y [n]. Aunque dos identificaciones

distintas no dan lugar a politopos idénticos, si resultan ser politopos isométricos.

Ejemplo 3.1.2. Tomemos M = U 3. El conjunto de bases de M es {{1},{2},{3}}, por
lo que I'(M) = conv {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}. En la Figura 3.1 se muestra el politopo
L(M).

Figura 3.1: Politopo de la matroide Uy 3

Un ejemplo que nos serd mucho més 1til es el siguiente.

Ejemplo 3.1.3. Sea M = Us 4. Para simplificar la notacion, escribiremos vectores car-

acteristicos sin paréntesis ni comas. Entonces
I'(M) = conv {1100, 1010, 1001,0110,0101,0011} .

Aunque este politopo vive en R?, en realidad esta contenido dentro del subespacio afin
3-dimensional dado por x1+x2+x3+2x4 = 2. En la Figura 3.2 se muestra este subespacio
y adentro el octaedro I'(M).
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0011

Figura 3.2: I'(Us 4) en el subespacio afin o1 + xo + 23 + 24 = 2 de R4

3.2. Dimension

Definicién 3.2.1. Sea P un politopo con vertices v, vs, ..., V. Denotaremos

k k
i=1 =1

y lo llamaremos el espacio ambiente de P. Es facil ver que af(P) es el minimo subespacio
afin que contiene a P. La dimension de P, denotada por dim(P), es la dimension del

subespacio afin af(P).

Ejemplo 3.2.2. Continuando con los ejemplos del final de la seccién anterior, el espacio
af(I'(Uy 3)) es el plano definido por 1 +x2 + 3 = 1, por lo que dim(I'(U; 3)) es 2. De la
misma forma, I'(Usz 4) es un politopo 3-dimensional ya que af(I'(Us4)) es el subespacio

afin definido por 1 + o + 3 + x4 = 2.

Estamos interesados en determinar la dimensién del politopo de una matroide M de
una manera sencilla a partir de M. Para esto calcularemos primero el espacio ambiente

de estos politopos.

La siguiente definicién nos permitird simplificar la notacién en el resto del trabajo.

Definicién 3.2.3. Si A C [n] y s es un entero no negativo, denotaremos por Hy s al
hiperplano definido por » .., 2; = s, y por Hj{ sy H, . a los semiespacios cerrados
definidos por ) ;. 4 2; > 5y D _;c 4 Ti < 5 respectivamente.

Lema 3.2.4. Sea M una matroide coneza sobre [n]. Entonces af(I'(M)) = Hpy) »(ar)-
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Demostracion. Como todos los vértices de I'(M) estan en Hi,) ,(ar) entonces T'(M) C
Hip) r(v)- En particular, tenemos que dim(I'(M)) < n — 1. Tomemos ahora i,j € [n].
Como M es conexa sabemos que (7, ) es un cambio elemental en M, digamos entre las
bases By y Bs. Ya que I'(M) contiene a los puntos vp, y vp, entonces af(I'(M)) contiene
la recta determinada por ellos, que tiene vector director vp, —vp, = ¢; —¢;. Como esto

pasa para toda pareja (i, ) entonces af(I'(M)) contiene una traslacion del subespacio
gen{e; —¢j:i,j € [n]},

que tiene dimension n — 1. Luego dim(I'(M)) = n — 1, por lo que se da la igualdad entre

af(F(M)) y H[n},r(M) O
Teorema 3.2.5. Sea M una matroide sobre [n]. Supongamos que M tiene componentes
conezxas C1,Cs,...,Cp,. Entonces
m
af(T(M)) = () Hera(cy): (3.1)
i=1

Demostracion. Notese que si N1 y Ny son matroides con conjuntos base disyuntos en-
tonces I'(Ny @ Na) = T'(Ny) x I'(N3). Luego

af(T'(M)) = af (D(M|Cy & M|Cy @ --- & M|Cy,))
= af ([(M|C1) x T(M|C5) x -+ x T(M|Cy,))
= af (T(M|CY)) x af (D(M|C)) x -~ x af (D(M|Cy)),

por lo que por el Lema 3.2.4 tenemos el resultado buscado. O

Corolario 3.2.6. Sea M una matroide sobre E con m componentes conexas. Entonces
dim(I'(M)) = |E| — m.

Demostracion. Por el Teorema 3.2.5 sabemos que af(I'(M)) = (2 He, ., (cy), donde
Cq,Cy,...,Ch son las componentes conexas de M. Como esta es una interseccidon
de m hiperplanos independientes (sus vectores normales son independientes), entonces
dim(I'(M)) = |E| — m. O

3.3. Caras

Definicion 3.3.1. Sea P un politopo. Un hiperplano de soporte para P es un hiperplano
H que intersecta a P, tal que P est4 contenido en alguno de los dos semiespacios cerrados
que determina H. Diremos que F' es una cara de P si F' es la intersecciéon de P con algin

hiperplano de soporte. Por convencién, también permitiremos que P sea una cara de P.
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A las caras de dimension 0 las llamaremos vértices y a las de dimensiéon 1 aristas. A las
caras propias de P maximales respecto a la inclusién las llamaremos simplemente caras

mazimales.

Determinar los vértices del politopo de una matroide es bastante sencillo.

Proposicién 3.3.2. Sea M una matroide. Entonces el conjunto de vértices del politopo

'=T(M) esV(M)={vg: BeB(M)}.

Demostracion. De la definicién es facil ver que los vértices de I' son de la forma vg con
B € B(M). Para ver que todos los puntos de esta forma efectivamente son vértices de
I, notese que si B € B(M) entonces el hiperplano H = Hp .y es un hiperplano de
soporte para I'. Ademads, como vp es el Gnico punto de V(M) en H, entonces la cara
I'M H de T es el punto vp. O

Las aristas del politopo de una matroide M también se pueden determinar de man-
era sencilla a partir de M. De hecho, el siguiente teorema [5] caracteriza los politopos

matroidales en términos de sus aristas.

Teorema 3.3.3. Sea B una coleccion no vacia de subconjuntos de [n]. Consideremos el
politopo Pg = conv{vp : B € B}. Entonces B es la coleccion de bases de una matroide

sobre [n] si y sdlo si todas las aristas de Pg son de la forma e; —e; con i,j € [n].

Demostracion. Supongamos primero que B es la coleccion de bases de una matroide M
sobre [n]. Tomemos una arista [ de Pg = I'(M) con vértices v4 y vp, determinada por un
hiperplano de soporte H. Como Ay B son distintos y del mismo tamafio, entonces existe
a € A\ B. Aplicando el Teorema 2.1.13, sabemos que existe b € B\ A tal que A’ = A\aUb
y B’ = B\ bUa son bases de M. Como vy = va — (e, —€p) y vp = v + (€q — €p)
entonces vy y v estan ambos sobre H, ya que si no, estarian a distintos lados de H
contradiciendo que H es un hiperplano de soporte. Pero como H sélo contiene a los
vértices v4 y vp, tenemos entonces que A’ = By B’ = A, por lo que la arista [ es de la

forma buscada.

Para la otra implicacién, asumamos que todas las aristas de Pg son de la forma
e; —ej. Probaremos que B cumple la propiedad de intercambio (B2) del Teorema 2.1.11.
Supongamos que A, B € By a € A\ B. Sabemos que todo el politopo P, en particular
el punto vp, estd dentro del cono con vértice en v4 generado por las aristas adyacentes

a va. Luego, si las aristas adyacentes a v4 son e, — €q, con i € [m], tenemos que

m
VB = VA + Z )\i(ebi - eai)u
i=1
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donde los A; son todos positivos. Entonces
m
V=V — Vg = Z)\i(ebi —€q;)-
i=1

Notese que los elementos b; no estan en A mientras que los a; si, por lo que en esta suma,
no se cancelan términos. Como a € A\ B entonces la a-ésima coordenada de v es —1.
Luego, existe j € [m] tal que A\; # 0 y a; = a. Pero entonces la b;-ésima coordenada de
v es positiva y por lo tanto igual a 1, lo que quiere decir que b; € B\ A. Finalmente,
como el punto w = va + (e, — €4) es un vértice de Py entonces el conjunto A\ a U b;

estd en B, que era lo que buscidbamos. O

La anterior caracterizacion tiene como consecuencia inmediata un interesante resul-
tado.

Corolario 3.3.4. Toda cara de un politopo matroidal es también un politopo matroidal.

Demostracion. Sea M una matroide. Si F' es una cara de I'(M) entonces las aristas de
F son las aristas de I'(M) que estan contenidas en F, por lo que tienen la forma e; —e;.

Luego por el Teorema 3.3.3, F' es un politopo matroidal. O

3.4. Descripciéon por desigualdades

En esta seccion daremos una descripcion de los politopos matroidales usando tinicamente
desigualdades. De paso entenderemos los hiperplanos que intersectan “bien” al politopo

de una matroide, resultado que usaremos después.

Lema 3.4.1. Si M y N son matroides sobre [n] tal que B(N) C B(M) entonces toda

componente conexa de N estd contenida en una componente conexa de M.

Demostracion. Sii,j € [n] estan en la misma componente conexa de N entonces (i, )
es un cambio elemental en N, luego (4,5) es también un cambio elemental en M y por

lo tanto estdn en la misma componente conexa de M. O

Teorema 3.4.2. Sea M una matroide sobre [n], y sea H un hiperplano que intersecta a
I' =T(M) en el politopo de una matroide N, de dimension dim(I') — 1. Entonces existe
un hiperplano de la forma H 4 s, donde A es un subconjunto de alguna componente coneza

de M y s es un entero no negativo, tal que HNI'= Hy NI,

Demostracion. Debido a la dimension de I'(N) sabemos que N tiene una componente

conexa més que M. Por el Lema 3.4.1 sabemos entonces que las componentes conexas
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de N son exactamente las mismas que las de M, excepto por una componente C de M

que se parte en dos componentes C; y Cy de N.

Supongamos ahora que H estd dado por la ecuacién Zie[n] a;x; = s. Primero, notese
que si j,k € [n] estdn en la misma componente conexa de NN entonces a; = ag, ya
que existen dos bases en N asociadas al cambio elemental (j,%). Ademés si C' es una
componente conexa de M distinta de C' (y por lo tanto también componente conexa
de N) entonces I' esta dentro del subespacio ) .. x; = ra(C’), por lo que podemos
modificar la ecuacién de H sin cambiar su intersecciéon con I'; y llegar a una en la que
si ¢ ¢ C entonces a; = 0. Es decir, podemos suponer que H estd dado por una ecuacion
de la forma } ;. awi + > ;cc, brj = s. Usando ahora que 3 ;o z; = ray(C) se cumple
para todos los puntos de I', podemos lograr que b = 0. Finalmente, después de multiplicar
por un escalar, podemos lograr que H sea de la forma Hc¢, s, con s un entero no negativo

(ya que s = rn(Ch)). O

El anterior teorema nos permite probar de una manera sencilla la siguiente descrip-

cion de los politopos matroidales en términos de desigualdades.

Teorema 3.4.3. Sea M una matroide sobre [n]. Entonces

'M)=<zx¢€ sz—r ), y para todo A C [n Zajzgr . (32
i€[n] €A

Demostracion. Llamemos P al politopo de la derecha en al ecuacion (3.2). Es facil ver
que I'(M) C P, ya que todos los vértices de I'(M) estan en P. Para probar la otra
inclusion, supongamos que Fi, Fy, ..., F,, son las caras maximales (propias) de I'(M).
Por el Teorema 3.4.2 sabemos que para todo i € [m] existen A; C [n] y s; tal que
Hx
todo i, si no basta considerar Hy,)\ 4, »(a)—r(4,)- NOtese que s; = r(A;) para todo i € [m],

NT(M) = F;. Podemos suponer que I'(M) se encuentra dentro de H) .. para

0551

ya que Hy, s, es un hiperplano de soporte para I'(M). Ahora, como todo politopo es la
interseccidén de su espacio ambiente con algunos semiespacios cerrados que determinen

todas sus caras maximales, entonces

(M) = m AZ,T(A

1€[m]

Denotemos por Cy,Co,...,Cy alas componentes conexas de M. Como r(C1) +r(Cs) +
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+ 7(Ck) = r(M), en vista del Teorema 3.2.5 tenemos que

m HCJ”’(C N m Al,r

JE[k] 1€[m)|
_H[n] ﬁ m HC 7 (Cy) ﬂ m Hiﬂ_ A,)
jelk] i€[m]
- H[n] m C],T(C N m Hi,r
JE[k] i€[m]

de donde es claro que I'(M) D P. O



Capitulo 4

Subdivisiones matroidales

En este capitulo estudiaremos las subdivisiones matroidales desde un punto de vista
geométrico. En la primera secciéon daremos su definiciéon y algunas propiedades béasicas

que necesitaremos en lo que sigue.

En la segunda parte del capitulo, nos concentraremos en las subdivisiones que se ob-
tienen al cortar con un hiperplano. Investigaremos con cierta profundidad su geometria,
y la estructura de los hiperplanos que las generan. También daremos una caracteri-
zacion combinatoria de estas subdivisiones. Al final presentaremos un ejemplo de una

subdivision que no es obtenida mediante una sucesién de cortes con hiperplanos.

Para terminar, en la tercera seccién mostraremos una subdivisiéon del politopo de
la, matroide U, i, con matroides de Schubert, que generaliza las subdivisiones de los

distintos ejemplos que damos.

Los resultados de este capitulo fueron obtenidos en trabajo conjunto con Alex Fink.

4.1. Generalidades

Definicion 4.1.1. Sea M una matroide. Una subdivision del politopo matroidal I' =
I'(M) es una coleccion S = {I';,I'g, ..., 'y} de politopos de la misma dimension que I' (a
los que llamaremos las partes de la subdivision) cuya unioén es I', tal que para cualesquiera
i,j € [K] distintos se tiene que la interseccion I';NI'; es vacia o es una cara propia tanto de
I'; como de I';. En el caso en el que todos los politopos en S sean politopos matroidales,
diremos que la subdivision es matroidal. Denotaremos por M; a la matroide tal que I'; =
I'(M;). Algunas veces abusaremos del lenguaje y diremos que {M;, Mo, ..., My} es una
subdivision de la matroide M. En este trabajo consideraremos tnicamente subdivisiones

matroidales, por lo que hablaremos simplemente de subdivisiones para referirnos a éstas.
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Ejemplo 4.1.2. Tomemos M = Us 4. Sean M; = M(G1) y My = M(G2) las matroides
dadas por los grafos de la Figura 4.1. Los politopos I'y = I'(M;) y 'y = I'(M>2) forman
una subdivision (matroidal) de I' = I'(M), ya que su union es todo I' y su interseccion
es el politopo I'1 o de la matroide M; o = M(G3) (ver Figura 4.1), que es una cara de
ambos. En la Figura 4.2 se muestra esta subdivisiéon. La piramide superior es I'; y la

inferior es I'y, que se intersectan en el cuadrado de la mitad I'y 2.

1 4
1
A 11 |2 3 \4
2 3
Gy G, G3

Figura 4.1: Grafos G1, Go y G3

0101

1010
1001 0110
0101

0011

Figura 4.2: Subdivision de Us 4

Desafortunadamente, el anterior ejemplo es el Gnico caso de una subdivisién no trivial



§4.1 33

en dimensién menor o igual que tres.

Definicién 4.1.3. Sea S = {I';,I's,..., 'y} una subdivision de I', y sea A C [k].
Denotaremos por I'y s = (1,4 I's, tomando por convencién que I'y g = I'. Cuando no
haya confusion escribiremos simplemente I'y en vez de I'y 5. Si A = {a1,a2,...,an}, a

veces escribiremos I'g, 4, 4., €0 vez de I'4.

m

Las distintas partes de una subdivisién se intersectan de buena manera, como lo

muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 4.1.4. Sea S una subdivision de T' con k partes, y sean A, B C [k] no

vacios tal que A C B yT'p # (). Entonces I'g es una cara de T'4.

Demostracion. Tomemos a € A. Por definicion I'y C I', por lo que

T'a=T,NTy
=T N ()T
€A
= [()(Ta.NTy),
€A

que es una interseccion de caras de I, y por lo tanto una cara de I';. De la misma forma,

Ip=()TanTy),
i€B
por lo que I'p también es una cara de I',. Finalmente, como I's C I" 4 entonces se tiene

el resultado buscado. O

Corolario 4.1.5. Sea S una subdivision de T’ con k partes, y sea A C [k] tal que T' 4 # 0.

Entonces T 4 es el politopo de una matroide, o la que denotaremos M 4.

Demostracion. Esto es claro si A = (). Si por el contrario existe a € A entonces I'4 es

una cara de I'y = T'(M,,), y por lo tanto I 4 es un politopo matroidal. U

Una de las razones para el gran interés en las subdivisiones matroidales se presenta

a continuacién.

Definicién 4.1.6. Diremos que el politopo I' es indescomponible si no admite ninguna

subdivision no trivial, es decir, una subdivisién con por lo menos dos partes.

Ejemplo 4.1.7. Los politopos asociados a las matroides uniformes Up,, y Uy, son un
punto, por lo que son indescomponibles. Los politopos de las matroides Uy, y Un—1,n
son simplices, luego cualquier subconjunto propio de sus vértices genera un politopo de

menor dimensién y por lo tanto también son politopos indescomponibles.
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El siguiente resultado (Lafforgue [6, 7]) es bastante sorprendente. No presentaremos

su prueba, ya que usa métodos mas avanzados que los aqui expuestos.

Teorema 4.1.8. Sea m es un entero positivo, F un campo y M una matroide tal que
su politopo T'(M) es indescomponible. Entonces ezisten finitas matrices A (posiblemente
0) con m filas y entradas en F (mddulo la multiplicacion de sus columnas por un escalar
0 la accion de una matriz en GL(m,TF)) tal que M = M(A).

4.2. Separaciones por hiperplanos

Asi como en el Ejemplo 4.1.2, una gran cantidad de subdivisiones se obtienen al cor-
tar con un hiperplano en dos partes un politopo matroidal. Formalizaremos esto en la

siguiente definicién.

Definicion 4.2.1. Una subdivision S = {I'1,I'2} de I es una separacion por hiperplano
si existe un hiperplano H (en el espacio V = af(T')) talque 'y =TNHT y Ty =TNH",
donde H* y H™ son los dos semiespacios cerrados en los que H divide a V. En este caso

diremos que H induce la subdivision S.
Proposicién 4.2.2. Sea S una subdivision de I' con 2 partes. Entonces S es una sepa-

racton por hiperplano.

Demostracion. Sea H = af(I'; 2). Como I'; 2 es una cara de I'; y de I'y, entonces HNI'y =
H NIy =T Ademds, como todo segmento entre un punto de I'y y un punto de I'
debe intersectar a I'y o (si no, no estarfa completamente contenido en I') entonces H es
un hiperplano de V' = af(I"). Finalmente, es facil ver que I'; y I'y estan en distintos lados

de H, por lo que S es una separacion por hiperplano. ]

El siguiente teorema nos permite caracterizar las separaciones por hiperplanos de

una manera més simple.

Teorema 4.2.3. Sea I' un politopo matroidal, y sea H un hiperplano que separa a T’
en dos politopos (de la misma dimension que T') Py y Py. Entonces las siguientes son

equivalentes:

a) H induce una separacion por hiperplano en I
b) Ambos politopos Py y Py son politopos matroidales.
c) Alguno de los politopos P; o Py es un politopo matroidal.

d) T'N H es un politopo matroidal.
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Demostracion. Claramente a) = b) = c). Notese que I' N H es cara de Py y de P, por
lo que ¢) = d). Ademaés, para probar que d) = a) basta con mostrar que P, y P, son

politopos matroidales.

Supongamos por contradicciéon que alguno de los dos politopos, digamos P;, no es
un politopo matroidal. Sea v un vértice de P;. Si v estd en H entonces v es vértice de
I'N H (porque I'N H es una cara de P;), y si v no estd en H entonces v es un vértice

de I'. En ambos casos v es vértice de un politopo matroidal, por lo que v € {0,1}".

Luego debe existir una arista a de P; que no es de la forma e; — e; (sin embargo, sus
dos extremos estan en {0,1}"). Esta arista no puede estar contenida completamente en
H, porque si no serfa una arista del politopo I' N H. Por lo tanto, si J es un hiperplano
de soporte en P; que determina la arista a, J es también un hiperplano de soporte en I'.
Como a no es una arista de I' entonces JNI' es una arista de I' que contiene propiamente

a a, pero esto contradice que los extremos de a estén en {0,1}". ]

Las separaciones por hiperplanos son inducidas por hiperplanos “sencillos”, como lo

muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 4.2.4. Sea M una matroide sobre [n]. Entonces toda separacion por hiper-
plano de T'(M) es inducida por un hiperplano de la forma Ha s, donde A es un subcon-

junto de alguna componente conexa de M y s es un entero no negativo.

Demostracion. Supongamos que S es una separacion por hiperplano de I' = T'(M) in-
ducida por el hiperplano H. Como I'; 2 es la interseccion de un hiperplano (que no es
hiperplano de soporte) con I' entonces dim(I'y 2) = dim(I") — 1, por lo que por el Teorema
3.4.2 se tiene lo buscado. O

Como consecuencia de los resultados anteriores tenemos la siguiente caracterizacion.

Proposicion 4.2.5. Sea M una matroide con conjunto base E. Entonces I' = I'(M)
admite una separacion por hiperplano si y sdlo si existen A C [n] y s entero no negativo,
tal que (M) —r(E\ A) < s < r(A) y el conjunto

Bas={BeB(M):|BNA|l=s}

es la coleccion de bases de una matroide sobre E.

Demostracion. En vista del Teorema 4.2.3 y la Proposicién 4.2.4, el politopo I' admite
una separacion por hiperplano si y solo si existe un hiperplano (que no es de soporte)
de la forma Hy4 s tal que I'N H 4 s es un politopo matroidal. Como ninguna arista de I'
cruza el hiperplano H 4 s, esto es equivalente a que B s es la coleccion de bases de una

matroide sobre F, y que ademés existen bases By y By de M tal que |[BiNA| > sy
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|B2 N A| < s. Esto ultimo se traduce en que existen bases By y By tal que |B1 N A| > s
y|BaN(E\A)| >r(M)—s,esdecir, (M) —r(E\ A) <s<r(A). O

Notese que en particular, la proposicién anterior implica que si una matroide M sobre
E admite una separacion por hiperplano entonces existe A C E tal que r(A)+r(E\A) >
r(M) + 2.

Aunque una subdivisiéon tenga méas de dos partes, es posible que se pueda obtener
mediante una sucesiéon de separaciones por hiperplano. Daremos un nombre a estas

subdivisiones.

Definicion 4.2.6. Diremos que una subdivision S de I' es generada por separaciones por
hiperplanos si se puede obtener mediante una sucesiéon de separaciones por hiperplanos,
es decir, si el conjunto S se puede obtener comenzando con el conjunto {I'} y cambiando
varias veces un elemento I"” del conjunto por las dos partes obtenidas al efectuar una

separacion por hiperplano en I".

Una gran cantidad de subdivisiones son generadas por separaciones por hiperplanos.
De hecho, Lafforgue ha mostrado |7] que toda subdivision del politopo de una matroide

de rango 2 es generada por separaciones por hiperplanos.

El ejemplo mas pequeno de una subdivisién que no es generada por separaciones por

hiperplanos es el siguiente ([4], Ejemplo 7.13).

Ejemplo 4.2.7. Tomemos M = Usg, y consideremos la matroide de Schubert sobre

123456
345612

sobre las matroides con conjunto base [6], asi que llamemos My = oMy y M3 = o2 M.

seis elementos My = B 4 6. Notese que la permutacion o = ( ) actla naturalmente
En la Seccion 4.3 veremos que { M1, Mo, M3} es una subdivision de M. Esta subdivision
no es generada por separaciones por hiperplanos, ya que la unién de cualesquiera dos
de estas matroide (de sus bases) no es una matroide. Por ejemplo, la coleccion de bases
en M; U My son todos los subconjuntos de [6] con tres elementos excepto {1,5,6} y
{2,5,6}, que no cumple el axioma de intercambio (tomando A = {4,5,6}, B ={1,2,6}
y el elemento 4 € A\ B).

4.3. Una subdivisiéon de U,

En esta seccién estudiaremos una subdivision de Uy, ,p con m partes, cada una
isomorfa a una matroide de Schubert. Esta subdivisién generaliza las de los ejemplos
4.1.2 y 4.2.7.

Sean m y k enteros positivos, con k > 2. Llamemos M = Up, yur ¥ M1 = By k... .mk

(con conjunto base [mk]). Consideremos la permutacion o de [mk] definida por o(i) =
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i+ k (mod mk), y las matroides M; = ¢/~!M; para j € [m]. Llamemos I' = I'(M) y
I'; = T'(M;). Probaremos que {I';,I'y,...,I';,} es una subdivision de I',

Es facil ver que, como k£ > 2, las matroides M; son conexas y por lo tanto los

politopos I'; tienen la misma dimensién que I'.
Para simplificar la notacion, si 2 € R™* y j € [m] llamaremos

ik

x) = E L,

i=(j—1)k-+1

es decir, 7 es la suma de las coordenadas de x en el j-ésimo bloque de k entradas.
Por el Teorema 3.4.3 sabemos que el politopo de la matroide U, i es simplemente
la. interseccion del hipercubo [0,1]™" con el hiperplano H (mk],m- De la misma forma se

puede ver que

m
IN'=<ze [0,1]mk : 2 € Hppp)m, y Para todo j € [m] sz <m-—j+1
i=j

En general, por la construcciéon de las matroides M, tenemos que los politopos I'; son

el mismo politopo que I'; pero rotando las coordenadas mediante 7.

Para ver que | I'; =T, tomemos x € I'. Si [ € [m] definamos

l
a; = (Z $Z> —1,
=1

y tomemos p tal que a, sea minimo. Esto quiere decir que

J€[m]

m .
a0 <m—j+1
i=j
para todo j € [m] y por lo tanto « € I'y,, mostrando que los politopos I'j cubren a I'.
Finalmente, tomemos i,j € [m] con i < j. Sea H el hiperplano definido por
J
Y at=j—i
s=i+1

Es facil ver que H es un hiperplano de soporte para I'; y para I';, y ademas I'; N I'; =

I'’nH =T;NnH, porlo que I'; NI'; es una cara tanto de I'; como de I';.



Capitulo 5

Funciones bien comportadas bajo

subdivisiones

En este capitulo estudiaremos una clase de funciones a las que llamaremos “funciones bien
comportadas bajo subdivisiones”. Estas funciones han venido apareciendo en variados
contextos como lo son los espacios tropicales lineales y las funciones cuasisimétricas,
por lo que trataremos de darles un estudio general y unificado. Su definicién precisa y

algunos ejemplos se presentan en la primera parte.

En la segunda seccion del capitulo estableceremos la equivalencia entre dos nociones
de “buen comportamiento”, que aparecen en distintos trabajos como [4] y [11]. Para esto

usaremos la maquinaria de la topologia algebraica y su relacién con la combinatoria.

También utilizaremos esta maquinaria en la seccién tres, donde mostraremos el buen
comportamiento de una amplia familia de funciones. Esta familia admite una gran can-
tidad de especializaciones, permitiendo asi reunir bajo un mismo marco a la mayoria de

las funciones bien comportadas que se han estudiado hasta el momento en la literatura.

En las ultimas dos partes del capitulo presentaremos dos funciones bastante finas
que se comportan bien bajo subdivisiones. Estas funciones son inyectivas y de mucho

contenido combinatorio, por lo que posiblemente seran de gran utilidad en el futuro.

Los resultados de este capitulo se obtuvieron en trabajo conjunto con Alex Fink, bajo

la direccion de Federico Ardila. Para una exposicién més concreta puede consultarse [1].

Para no repetir en cada resultado, a lo largo de este capitulo fijaremos el entero

positivo n.
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5.1. Definicién y ejemplos

Definicion 5.1.1. Sea f una funciéon del conjunto de matroides con conjunto base [n],
que denotaremos por M = M, en un grupo abeliano G. Diremos que f se comporta
bien bajo subdivisiones si para toda matroide M € M y toda subdivision S de I" = I'(M)
se tiene que

> (=) F(Ma) =0, (5.1)

ACIK]
TA#0

donde k es el niamero de partes de la subdivision S y M4 es como definimos en el

Corolario 4.1.5. No6tese que esta tltima ecuacion se puede reescribir como

Al-1
F) = 3T (M), (52)
0#ACK]
FA7£@
Aunque esta definicién parezca un poco extrana, veremos que una gran cantidad de
funciones se comporta bien bajo subdivisiones. Intuitivamente, estamos llamando bien
comportadas a las funciones que satisfacen cierto principio de inclusién-exclusion en los

politopos matroidales.

Ejemplo 5.1.2. La funcién vol, que le asigna a cada matroide M € M el volumen n—1
dimensional de su politopo asociado, se comporta bien bajo subdivisiones. De hecho,
como vol(N) es cero si el politopo de N tiene dimensiéon menor a n — 1 entonces la

ecuacion (5.2) se convierte en

vol(M) = Z vol(M;),

1€[k]

que claramente es cierta debido a la aditividad del volumen.

Una ejemplo mas elaborado es el siguiente.

Proposicion 5.1.3. Sea P un punto en R™. Llamemosip : M — 7Z a la funcion definida
por
. 1 si PeTl(M)
ip(M) =
0 s¢no.

Entonces ip se comporta bien bajo subdivisiones.

Demostracion. Sea S una subdivision del politopo I'(M) con k partes. Si P ¢ I'(M)
claramente se cumple la ecuacion (5.1), por lo que podemos asumir que P € T'(M).
Definamos

B={ielk]: Peli},
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que es no vacio. Notese que P € I'g, por lo que I'g # (). Ademés P € I'4 si y solo si

A C B, luego
S DM = Y (-1 o,
AC[K] ACB
FA7£@
mostrando el buen comportamiento de ip. ]

Un corolario interesante es el siguiente.

Corolario 5.1.4. La funcion b : M — 7Z que le asigna a cada matroide su nimero de

bases se comporta bien bajo subdivisiones.

Demostracion. El naumero de bases de una matroide M es

Pef{0,1}"

que es una suma de funciones bien comportadas bajo subdivisiones. O

Miés adelante veremos que de hecho todo invariante de Tutte-Grothendieck se com-

porta bien bajo subdivisiones.

5.2. Una definicién equivalente

El proposito de esta seccién es desarrollar una formulacion equivalente del buen com-
portamiento bajo subdivisiones de una funcién. Para esto necesitamos primero algunas

definiciones y resultados.

Definicion 5.2.1. Sea P un politopo. Llamaremos frontera de P a la union de las caras
propias de P, y la denotaremos por dP. No es dificil ver que P es también la frontera
topologica de P en el espacio af(P). Al conjunto int(P) = P\ 0P lo llamaremos el

interior de P.

Definicion 5.2.2. Sea S una subdivision de I' con k partes. A las caras de los politopos
I'; (i € [k]) las llamaremos caras de la subdivision S. Diremos que una cara F' de S es
una cara interna de S si F' no esta contenida en JI'. Al conjunto de cara internas de S

lo denotaremos por int(.5).

Lema 5.2.3. Sea S una subdivision de I' con k partes, y sea F una cara interna de S.
Entonces existe A C [k] tal que F =T4.
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Demostracion. Probaremos que F' =14, donde
A={ic[k]: FCT;}.

Claramente F' C I'4, asi que supongamos por contradicciéon que I'y D F'. Sea a € A tal
que F es cara de I',. Notese que F' es una cara de I" 4, ya que I'4 es cara de I',. Ademas,

sii ¢ A entonces F'NI'; es una cara propia de F' o es vacio (por ambos ser cara de I'y).

Trabajaremos ahora en el espacio af(I'). La Figura 5.1 ayudard a seguir la de-

mostracion. Como F' es una cara interna de S sabemos que F' contiene un punto x

aff(ry )

Figura 5.1: Prueba del Lema 5.2.3

interior de I', y podemos escogerlo de tal manera que no esté contenido en ninguna cara
propia de F'. Tomemos U una vecindad de = contenida en I' que separe a « de los poli-
topos I'; con i ¢ A, es decir, tal que si I'; N U # ) entonces i € A. Tomemos un punto
y € (af(T'4) NU) \I'4a. Como y € I" entonces debe existir un [ € [k] tal que y € I';. Pero
entonces [ € A y por lo tanto I'4 es una cara de I';, lo que es una contradiccion debido
aquey€af(lq)\ T O

Ahora usaremos la poderosa maquinaria de la topologia algebraica. Necesitaremos

las siguientes definiciones.

Definicion 5.2.4. Un complejo de celdas reqular es un conjunto (finito)
C = {o01,09,...,05} de celdas no vacias o; C R™ (para algin entero no negativo m) y

disyuntas dos a dos, tal que para todo i € [s] se cumple lo siguiente:

1. Existe un entero no negativo m; tal que 7; ~ B"™ y 7; \ 0; ~ Smi=1 A m; lo

llamaremos la dimension de o;, denotada por dim(o;).
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2. 7; \ 0; es union de algunos o;.

Aqui usamos ; para denotar la clausura topolégica de o; y =~ para homeomorfismo. B! y
S! son la bola cerrada y la esfera unitarias de dimension [, respectivamente. Llamaremos

espacio subyacente de C al espacio topologico | J, .. 0i, ¥y lo denotaremos por |C|.

i€]s]

Definicién 5.2.5. Sea C' un complejo de celdas regular. Denotemos por ¢; al niimero

de celdas de C de dimensién i. La caracteristica de Fuler de C se define como

X(C) = Z(_l)dim(a) = Z(—l)zcz =cyp—C +C—C3-"-.

oeC €N
La caracteristica de Euler reducida de C se define como x(C) = x(C) — 1. Un hecho
fundamental de la topologia algebraica es que la caracteristica de Euler de C depende
solo del tipo de homotopia de |C|, y por lo tanto si C’ es otro complejo de celdas regular
tal que |C’'| ~ |C| entonces x(C") = x(C).

El siguiente ejemplo nos serd muy tutil después.

Ejemplo 5.2.6. Sea M una matroide, y S una subdivision de I' = T'(M) con k partes.
El conjunto
C(S) = {int(F') : F es una cara de S}

es un complejo de celdas regular, ya que todo politopo P es homeomorfo a Bdim(P)

frontera a ST™(P)=1 Kl espacio |C(S)| es el politopo T'.

y su

Definicién 5.2.7. Sea C' un complejo de celdas regular. Llamaremos P(C) al orden
parcial de las celdas de C, con el orden definido por o; < o; si o; C ;. También
denotaremos por P(C) al orden parcial P(C) adjunténdole un elemento minimo 0 y un

elemento méaximo 1.

Ejemplo 5.2.8. El diagrama de la Figura 5.2 representa un complejo de celdas regular
C (las regiones sombreadas representan celdas de dimension dos), y a la derecha su cor-
respondiente orden parcial 15(0) El espacio subyacente |C| es claramente homeomorfo
a B2. La caracteristica de Euler reducida de C es Y(C) = (2—3+2) — 1 =0.

El siguiente es un poderoso teorema ([12], Proposicién 3.8.9) que relaciona la topo-

logia y la combinatoria de un complejo de celdas regular. No daremos aqui su prueba.

Teorema 5.2.9. Sea C un complejo de celdas reqular. Supongamos que |C| es una

variedad, con o sin frontera. Llamemos P = P(C) Entonces

xich  siz=0yy=1
pp(r,y) =<0 siz#0,y=1yla celda = estd en la frontera de |C|

—1)!=Y)  en otro caso.
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C P(C)
Figura 5.2: Complejo de celdas C' y su orden parcial ]5(0)

Ahora si probaremos el teorema principal.

Teorema 5.2.10. Sea f: M — G, donde G es un grupo abeliano. Sea S una subdivision
de ' =T(M) con k partes. Entonces

S (AT (M) = Y0 ()T O A p(ar(F)), (5.3)
wlyff%k} Feint(S)

donde M(F) es la matroide tal que F =T (M(F)).

Demostracion. Llamemos
H={Ta:0#ACK yTa#0},

y P = P(C(S)). En la sumatoria de la izquierda en la ecuacion (5.3) estamos sumando
f(M(F)) sobre todos los elementos F' € H, con algunas repeticiones y signos apropiados.
Probaremos primero que si F' € H entonces el nimero de veces que sumamos f (M (F))

en esta suma es exactamente —up(int(F'), 1), es decir,

> DT (M) = —pp(int(F), 1) f(M(F)).
(Z)lyfj%)k} FeH

Claramente el namero de veces que sumamos f(M (F')) en la sumatoria es

g(F) = 3 (- = = 3 (M,

ACIK] ACIK]

a=F a=F
asi que probaremos por induccion en dim(I") — dim(F) que g(F) = —pp(int(F),1). Si
dim(F) = dim(T") entonces F' = I'; para algin i € [k], por lo que g(F) = —(—1){# =

1. Ademaés, como el intervalo [int(I‘Z-), i] de P consta de solo dos elementos entonces
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pp(int(L;),1) = —1 como querfamos. Supongamos ahora que el resultado es cierto para
toda F' € H tal que dim(F') > m, y tomemos G € H tal que dim(G) = m. Para todo
F € H definamos

AF)={ie[k]: FCI;}.
Notese que I' gy = F' y ademas I'y 2 F si y solo si A C A(F'). Luego

9(G) == 3 (-

ACH
T'A=G

—— 3 M

ACA(G)
A=G

= Y M

ACA(G)
ra2G

= (1) + Z Z (—1)lAl

FeH \ AC[K]
F2G \r, =F

— up(i, 1)+ 3 pp(int(F), 1)

FeH
FOG

= > wp(p1)

peEP
p>int(G)

— —up(int(@), 1).

Ahora, en vista del Teorema 5.2.9, tenemos que si F' € H es una cara de S con-
tenida en OT entonces pp(int(F),1) = 0, y si F es una cara interna de S entonces
pp(int(F), 1) = (=1)Mnt()D) = (_1)dim@)~dim(F)+1 - Ademas por el Lema 5.2.3 sabe-
mos que todas las caras internas de S estdn en H, por lo que

> —pp(nt(F), 1) f(M(F) = Y (=8O E pr(F)),
FeH Feint(S)

con lo que termina la prueba. ]

Corolario 5.2.11. Sea f : M — G, donde G es un grupo abeliano. Entonces f se com-

porta bien bajo subdivisiones si y sélo si para toda matroide M € M y toda subdivision
S de ' =T(M) se tiene que

fM)y= Y (~)ImO=AEmE p(ar(F)). (5.4)

Feint(S)
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5.3. Funciones caracteristicas

Definicion 5.3.1. Sea X C R™. Denotaremos por ix : M — Z a la funcién definida
por
. 1 sil(M)NX #0
ix(M) =
0 sino,

y la llamaremos la funcion caracteristica de X.

Nuestro interés en las funciones caracteristicas se debe a su buen comportamiento

bajo subdivisiones cuando X satisface ciertas condiciones.

Teorema 5.3.2. Si X CR" es convezo y abierto (en R™) entonces ix se comporta bien

bajo subdivisiones.

Demostracion. Sea M € M una matroide y S una subdivision de I' = I'(M). Podemos
suponer que I'NX # (), ya que si no ix se comporta bien bajo esta subdivision. También
podemos asumir que X es acotado, ya que todos los politopos matroidales se encuentran
dentro del cubo [0, 1]™.

Primero reduciremos la prueba al caso en que X es el interior de un politopo (de
dimension n, ya que X es abierto). Por el teorema de separacion de Hahn-Banach ([10],
Teorema 3.4), para cada cara F' de S tal que F'N X = () existe un semiespacio abierto
AFp que contiene a X y es disyunto de F. Sea

X'= () Ar
FnXx=0
la interseccion de estos semiespacios. Entonces X' O X y ademés X' N F = () para cada
cara F' que no intersecta a X, por lo que ixs e ix son iguales en todas las matroides
de esta subdivision. Si definimos X” como la interseccion de X’ con algtin cubo abierto
que contenga a I', tenemos que X" es el interior de un politopo y ademés ix~ e ix son

iguales para esta subdivision.

Podemos entonces asumir que X es el interior de un politopo de dimensién n. Notese
que X Nint(I") es el interior int(R) de un politopo R C I'. Como X es abierto entonces
Ry I tienen la misma dimension, luego R ~ BI™I) y 9R ~ SIm()~1 §j F es una cara
de la subdivision S y o es una cara del politopo R, llamemos cp, = int(F) N int(o).
Como cp, es el interior de un politopo entonces su clausura es homeomorfa a una bola
cerrada y su frontera es homeomorfa a la esfera de dimension correspondiente (cuando

CFo €s no vacio). Definamos

C=A{cro:cro # 0}
0C ={cry:crs#0yo#R}.
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Los elementos de C forman una particion de R, por lo que C es un complejo de celdas
regular con espacio subyacente R. Similarmente OC' es un complejo de celdas regular con
espacio subyacente OR. Notese que si F' es una cara interna de S, cp g = int(F)Nint(R) #
0 siysolosi FNX #0,y en este caso dim(cpr) = dim(F).

Tenemos entonces que

S (IO F) = (—1dm®)

Féint(S) p;%lgg;%)

— Z (_]_)dim(CF,R)
Feint(S)
cp,RFVD

— Z (_1)dim(0F,R)
cr,R#D

= Y - 3 ()i
ceC cedC

= X(R) —x(9R)

- 1- (1 + (—1)0““*(”*1)

_ (_1)dim(F)

= (=) iy (M),
asi que en vista del Corolario 5.2.11 se tiene lo buscado. ]

Corolario 5.3.3. Si X C R" es convezo y cerrado (en R™) entonces ix se comporta

bien bajo subdivisiones.

Demostracion. Podemos suponer que X es acotado, ya que si C' es el hipercubo [0,1]"
entonces ix = ixnc (porque los politopos matroidales estan siempre contenidos en C).
Ahora, sea S una subdivision de I' = I'(M) con k partes. Para todo A C [k] tal que
X NT'4 = 0 se tiene que la distancia d(X,T4) es positiva, ya que X es compacto y
I"4 es cerrado. Tomemos un ntimero real positivo € menor que todas estas distancias. Si

definimos el conjunto convexo y abierto
U={zeR":d(z,X) <€},

tenemos entonces que para todo A C [k] se cumple que XNT'4 # O siy solosi UNT 4 # 0.

Luego por el Teorema 5.3.2,

§ : (=) (My) = § : (=) (Ma) =0
ACIK] ACIK]
T A#£0 T a#0

como se buscaba. O
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Notese que en particular si P C R™ es un politopo entonces ip se comporta bien

bajo subdivisiones.

Las funciones caracteristicas nos permiten establecer el buen comportamiento de

muchas otras funciones, como veremos a continuacion.

Proposicion 5.3.4. Si G es un grupo abeliano y ¢ : M — G es una funcion constante

entonces ¢ se comporta bien bajo subdivisiones.

Demostracion. Claramente sélo necesitamos ver que la funciéon constante 1 : M — Z
(que asigna 1 a toda matroide) se comporta bien bajo subdivisiones. Para esto, basta

notar que si C es el hipercubo [0,1]" entonces 1 = ic. O

Proposicion 5.3.5. Si X CR" es convezo, y es abierto o cerrado (en R™); entonces la

funcion ix : M — 7 definida por

_ 0  T(MYNX #0
ix(M) = X SZ, (M) 7
s1 1o,

se comporta bien bajo subdivisiones.

Demostracion. Notese que ix = 1 —1ix, que es una suma de funciones bien comportadas

bajo subdivisiones. O

5.4. Rango

En esta seccion probaremos que el rango de cualquier subconjunto A de [n] se comporta

bien bajo subdivisiones. La mejor forma de expresar ésto es la siguiente.

Definiciéon 5.4.1. Sea H el grupo abeliano libre generado por la parejas (A, s), donde
A C[n]y s € N. Denotaremos por R : M — H a la funcion definida por

R(M)= > (Aru(A)). (5.5)

ACln]

Notese que la funcion R esté codificando el rango de todos los subconjuntos de [n] y

por lo tanto es inyectiva.

Teorema 5.4.2. La funcion R se comporta bien bajo subdivisiones.

Demostracion. Debido a la definicién de H, probar el buen comportamiento de R es

equivalente a probar que para todo A C [n] y s € N, la funcion fa s : M — 7Z definida



§5.5 48

por

1 siry(A)=s
sy = 41 s

0 sino

se comporta bien bajo subdivisiones. Definamos el politopo

Pys= {xe [0,1]" : le > s}.

€A
Notese que una matroide M cumple que rp7(A) = s siy solo si existe una base B de M tal
que |AN B| > s y no existe ninguna base B tal que |A N B| > s+ 1. Esto es equivalente
aque I'(M)N Py # 0y ademas I'(M) N Pasq1 = (0. Por lo tanto fas = ip,, —ips . 1>

que es suma de funciones bien comportadas. O

Como corolario, podemos establecer el buen comportamiento de uno de los invari-

antes mas importantes de una matroide.

Corolario 5.4.3. El polinomio de Tutte, y por lo tanto todo invariante de Tutte-Gro-

thendieck, se comporta bien bajo subdivisiones.

Demostracion. Sea S una subdivision de I' = I'(M) con k partes. Notese que todas las
matroides My, con A C [k] y T'4 # 0, tienen el mismo rango r = r(M). El polinomio de

Tutte de estas matroides estd dado por

T(Ma,y) = 3 (@ =17 "By — 1P ®),
BCln]

que es la composicion del homomorfismo h, : H — Z[z,y] dado por
he(B,s) = (z — 1) (y = DIPI=

con la funcion R (bien comportada bajo subdivisiones). O

5.5. Actividad sobre las bases

Veremos que no sélo el polinomio de Tutte se comporta bien bajo subdivisiones, sino

también la actividad externa e interna sobre cada base de una matroide.

Definicién 5.5.1. Sea G el grupo abeliano libre generado por la triplas (B, F, I), donde
B Cn], EC[n]\ B el C B. Llamaremos F': M — G a la funciéon definida por

F(M)= ) (B,E(B),I(B)), (5.6)
BeB(M)

donde E(B) y I(B) son los elementos externamente e internamente activos sobre B,

respectivamente.
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La funcién F codifica la actividad externa e interna sobre cada una de las bases de

la matroide M. En particular, nétese que F' es inyectiva.

Mostraremos que la funciéon F' se comporta bien bajo subdivisiones. Antes de dar la

prueba daremos un ejemplo que ilustrard el poder de este resultado.

Ejemplo 5.5.2. La Tabla 5.1 muestra la actividad externa e interna sobre cada una de
las bases de las matroides involucradas en la subdivision de U3 g descrita en el Ejemplo
4.2.7. Esta informacion fue calculada usando un programa disenado por el autor. Para
simplificar la notaciéon, no se usan corchetes ni comas en la escritura de los conjuntos.
En la tabla se observa el buen comportamiento de la funciéon F': en cada fila, cualquier
escogencia de (F,I) aparece el mismo ntumero de veces bajo las columnas de M4s con

|A| par que bajo las columnas de M4s con |A| impar.
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Mi o3

135
13
15

35

35

15
13
135

My 3

135
13
15

35

13
13

12
123

M 3

125
12

15

15

35

15
13
135

M o

134
13
13

34

35

15
13
135

M-
E(B) \JI(B) EB) [ 1) | EB) | 1B) | EB) | 1B) | EB) | 1(B)

125
12

15

15

13
13

12
123

My

134
13
13

34

12

12

12
123

M

123

12
12
12

35

15
13
135

EB) | 1B) || EB) | 1B) || EB) | 1(B)

123

12
12
12

12

12

12
123

123

124
125
126

134
135
136
145
146
156
234
235
236
245
246
256
345
346
356
456

50

Tabla 5.1: Actividad externa e interna en la subdivisién de Us g
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Ahora si probaremos el buen comportamiento de la funciéon F. Para mayor claridad

separaremos la prueba en varios lemas.
Lema 5.5.3. Sean B C [n|, EC [n]\ B eI C B. Sean

S(B,E,I)={AC[n]:va—vp=es—e,cona€ Eya>b oconbel ya<b}

P(B,E,I) = conv {M

tAe S(B,E,I)} .
Entonces para toda matroide M € M, T(M)N P(B,E,I) =0 si y sélo si B no es una
base de M, o B es una base de M con E C E(B) e I C I(B).

Para ilustrar un poco, consideremos el caso n = 4, B = {1,3}, E = {2} e [ =
{3}. Entonces S(B,E,I) = {{1,2},{2,3}}. En la Figura 5.3 se muestra el politopo
P = P(B,E,I) dentro del politopo cuyos vértices son los vectores caracteristicos de
los subconjuntos de [4] con dos elementos. El politopo de la matroide M; con bases
By = {{1,2},{1,4},{2,3},{2,4}} no intersecta a P, debido a que B no es base de
M;. El politopo de la matroide My con bases By = {{1,3},{1,4},{3,4}} tampoco
intersecta a P, ya que B es una base de Ms pero 2 es externamente activo sobre B y
3 es internamente activo sobre B. Por tultimo, el politopo de la matroide M3 con bases
Bs = {{1,3},{2,3},{3,4}} si intersecta a P, gracias a que B es una base de M3 y 2 no

es externamente activo sobre B.

1100

0011

Figura 5.3: Politopo P = P(B, E,I) dentro de I'(Us 4)

Demostracion. Notese que si B es una base de M y a ¢ B entonces

{beB:B\bUaecB(M)} ={be B:e,— e es una arista de I'(M) adyacente a vp}.



§5.5 52

Por lo tanto a es externamente activo sobre B si y so6lo si no existen aristas en I'(M)
adyacentes a vp de la forma e, — e, con a > b. De la misma forma, b es internamente
activo sobre B si y s6lo si no existen aristas en I'(M) adyacentes a vp de la forma e, —ep
con a < b. Luego, como los vértices de P(B, F, I) son puntos medios de estas aristas, si
I(M)NP(B,E,I) =0y B es una base M entonces F C E(B) e I C I(B).

Para la otra implicaciéon supongamos que I'(M) N P(B, E,I) # (). Notese primero
que como P(B,E,I) esta en el hiperplano 1 + 22+ -+ x, = |B| y I'(M) esté en el
hiperplano zy + 29 + - -+ + x,, = r(M) entonces |B| = r(M). Ademés B debe ser una
base de M, ya que si no los vértices v de P(B, E, I) cumplirian que vg-v =r(M)—1/2,
mientras que los vértices w de I'(M) cumplirian vg - w < r(M) — 1.

Ahora, sea ¢ € I'(M)NP(B, E,I). Como q € I'(M) tenemos que ¢ esté en el cono con
vértice en vp generado por las aristas de I'(M) adyacentes a vp. Es decir, si llamamos
Ay, As, ..., Ay alas bases adyacentes a B,

m

g=vp+ Y Ailva, —vB),
=1

donde los A; son todos positivos. Si denotamos e., — e4, = va, — vp entonces
m
qg=uvp+ Z Ai(ee, —eq,)-
i=1
Por otro lado, como g € P(B, E,I) entonces
v4 +vUB
= D, My
A€B(B,E,I)
donde los «v4 son positivos y suman 1. Igualando estas expresiones tenemos que
- VA + v
A+ VB
p=up Y N —ea)= Y L
i=1 AeB(B,E.I)
y por lo tanto
- V4 — U
r—q—vB—Z)\Z(eci eq;) = Z YA 5
i=1 AEB(B,E,I)

Si A e S(B,E,I) llamemos e,, — ep, = v4 — vp. Reescribiendo,

A
= €a, — €
r= Z Ai(ee, —eq;) = Z YA GATI)A. (5.7)
i—1 A€B(B,E,I)

Notese que en la ecuacion (5.7) los d; y los by son elementos de B mientras que los
¢; v los ay no, por lo que en las sumatorias no se cancelan términos. Digamos que

r=(r1,r2,...,7), y sea k el mayor entero tal que 7 es diferente de cero.
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Supongamos que k ¢ B. Por la expresion de la derecha en la ecuacion (5.7), teniendo
en cuenta la definicion de S(B,E,I) tenemos que k € E, y por la expresion de la
izquierda sabemos que existe un ¢ tal que ¢; = k. Pero entonces e, — ¢4, es una arista de
I'(M) adyacente a vp (y d; < ¢; por la escogencia de k), por lo que k no es externamente
activo sobre B. En el caso en que k£ € B, de manera similar se tiene que k € I y que
existe j tal que d; = k. Entonces e., — eg, es una arista de I'(M/) adyacente a vg, por lo
que k no es internamente activo sobre B. En ambos casos concluimos que B € E(B) o

I ¢ I(B), con lo que termina la prueba. O

Lema 5.5.4. Sea B un subconjunto de [n], y sean E C [n]\ B e I C B. La funcion
Gp,e,1 : M — Z definida por

1 si B es una base de M, E = E(B) e I = I(B)
Gpe1(M) =

0 en otro caso.

se comporta bien bajo subdivisiones.

Demostracion. Para simplificar la notacion, escribiremos ip en vez de iy, . Probaremos

que la funcién Gp g s es igual a la funcion

BEI(M)= (—1)l BRI Z (—1)H] (ip(B,x,v)(M) —ig(M)), (5.8)
ECXC[n]
ICYC[n]

que claramente es bien comportada bajo subdivisiones por ser suma de funciones bien

comportadas.

Sea M € M. Si B no es una base de M entonces ig(M) = 1, y por el Lema 5.5.3
también ip(p xy)(M) = 1 para todo X y Y. Entonces GQEE’I(M) =0=Gpr1(M)
como queremos. Si B es una base de M entonces ig(M) = 0, y por el Lema 5.5.3 la

ecuacion (5.8) se vuelve

pa(M) = (DI 3T (XY
ECXCE(B)
ICYCI(B)
= (—1)EHHI. Z (=X Z (="l
ECXCE(B) ICYCI(B)

1 siE=E(B)el=I(B)

0 en otro caso,
como buscamos. O

Teorema 5.5.5. La funcion F' se comporta bien bajo subdivisiones.
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Demostracion. El coeficiente de (B, E,I) en la definicion (5.6) estd dado precisamente

por la funcion Gp g (M), por lo que por el Lema 5.5.4 se tiene el resultado buscado. [

Ahora podemos dar una prueba distinta para el buen comportamiento del polinomio
de Tutte.
Corolario 5.5.6. El polinomio de Tutte, y por lo tanto todo invariante de Tutte-Gro-

thendieck, se comporta bien bajo subdivisiones.

Demostracion. Por el Teorema 2.4.8 sabemos que

T(M;ay)= Y o@D
BEB(M)

que es la composicion del homomorfismo h : G — Z[x,y] dado por h(B, E,I) = zl/l y#|

con la funciéon F'. O



Capitulo 6

Algunas aplicaciones de la logica

En este capitulo daremos algunas aplicaciones de la logica a la representabilidad de
matroides y a la solubilidad de sistemas de polinomios con coeficientes enteros. Estos

dos problemas estén bastante relacionados, como mostrd por primera vez Vamos en [13].

En la primera parte describiremos la notacién y el lenguaje que usaremos a lo largo
de todo el capitulo. También introduciremos algunas teorias de la légica de primer orden

con las que trabajaremos.

En la segunda seccién estudiaremos la relaciéon entre las distintas caracteristicas de
los campos sobre los que es representable una matroide. La implicacion iii) = i) del
Teorema 6.2.5 fue probada por primera vez por Rado [9], mientras que la implicacion
i1) = 14i1) fue probada por primera vez por Vamos [13], ambas pruebas mediante métodos
algebraicos. Usando argumentos muy similares a los de este capitulo, Wagstaff probo [14]
que i) = 1ii).

En la tercera parte generalizaremos de manera muy natural los resultados del se-
gundo capitulo a la solubilidad de sistemas de polinomios con coeficientes enteros. El
Teorema 6.3.1 fue probado primero por Baines y Vamos [3] mediante métodos construc-
tivos basados en la teoria de bases de Grobner, aunque también presentaron una prueba

completamente algebraica.

6.1. Notacion

Durante todo este capitulo trabajaremos con la logica de primer orden sobre el lenguaje
de campos £ = {+,-,0,1}. Denotaremos por T'C' a la teoria consistente de todos los

axiomas de campos (sentencias de primer orden), y por TC AC' a la teoria T'C' junto con
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el axioma

n—1
Yag...Va,_13dz 2™ + Zaiaji =0
i=0

para cada entero positivo n. Claramente T'C AC' es una teoria que axiomatiza los campos

algebraicamente cerrados. Si n € N llamaremos ¢,, a la sentencia

14+1+4--41=0.
| S

n veces

La teoria T'Cyy de los campos de caracteristica 0 serd simplemente
TCO =TCU {_'¢17 _'¢27 _'¢37 s } .

Tomaremos la teoria T'C AC), de los campos algebraicamente cerrados de caracteris-
tica p como TCAC, = TCAC U {¢,}, y llamaremos también TCAC, = TCAC U
{=¢1, 02, 3, ...} (la teoria de los campos algebraicamente cerrados de caracteristica
cero). Es conocido el hecho que si n es un nimero primo o n es 0 entonces TC AC,
es una teoria completa, es decir, para cada sentencia ¢ se tiene que TCAC), F ¢ o
TCAC, - —¢.

6.2. Representabilidad de matroides

Definicién 6.2.1. Diremos que una matroide M es representable sobre el campo K si
existe una matriz A con entradas en K tal que M = M(A) (véase el Ejemplo 2.1.2). En
este caso diremos que A es una representacion de M sobre K. Notese que si M es una
matroide con n elementos y de rango r, representable sobre K; mediante un cambio de
coordenadas podemos asumir que existe una matriz A de tamafio r X n con entradas en
K tal que M = M(A).

Ejemplo 6.2.2. En la Figura 6.1 se muestran dos esquemas que describen a las ma-
troides F7 y F,. La matroide F7, también llamada matroide de Fano, es la matroide
sobre [7] cuyas bases son todos los subconjuntos de [7] de tamafio tres tal que sus ele-
mentos no estan sobre una misma linea en el dibujo de la izquierda de la Figura 6.1 (por
ejemplo {1,4,7} y {4,5,6} no son bases de F7). De la misma manera, la matroide F-
(o matroide no-Fano) es la matroide sobre [7] cuyas bases son todos los subconjuntos de
[7] de tamanio tres tal que sus elementos no estan en una misma linea en el dibujo de la

derecha de la Figura 6.1.

El hecho de que F7 y F.; sean matroides se sigue de que tomando

A=

S O =
o = O
— o O
—= = O

1
0
1

S = =
—_ =
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1 1
6 S 6 5
7 7
2 4 3 2 4 3
Fy F

Figura 6.1: Matroides F7 y F

si consideramos A con entradas en el campo de dos elementos Fo entonces F; = M(A), y
si consideramos A con entradas en el campo de tres elementos Fg entonces F.. = M (A).
De hecho, no es dificil ver que la matroide F% es representable s6lo sobre los campos de
caracterfstica 2, mientras que la matroide F. es representable solo sobre los campos de

caracteristica distinta de 2.

La conexién entre la logica y la representabilidad de matroides es la siguiente.
Tomemos M una matroide. Notese que existe una sentencia de primer orden ,; tal
que para cada campo F, F' |= ¢y si y solo si M es representable sobre F' (1ys puede
ser una lista de todas las bases y circuitos de M). Por ejemplo, para la matroide Us 3

esta sentencia seria

a b c
d aq,a9,b1,ba, c1, 2 tal que ( 1) , <b1> y ( 1) son linealmente dependientes,
a2 2 C2

a b
! y '] son linealmente independientes,
a9 b2

a c
( 1) y ( 1) son linealmente independientes
az C2

b c
y <b1> y (1) son linealmente independientes
2 C2

(ser linealmente independientes se puede expresar facilmente en una formula de primer

orden).
Para algunas de las pruebas posteriores necesitaremos el siguiente lema.
Lema 6.2.3. Sea F < K una extension de campos, y sea A una matriz de m X n con

entradas en F (por lo tanto A también puede ser vista como una matriz con entradas

en K ). Entonces la matroide M(A) es la misma cuando las columnas de A son vistas
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como elementos del espacio vectorial F™ sobre el campo F', que cuando son vistas como

elementos del espacio vectorial K™ sobre el campo K.

Demostracion. Notese que las columnas v;,, vj,, . . ., v;, de A son linealmente independi-
entes si y s6lo si la matriz reducida por renglones equivalente a la matriz con columnas
Uiy, Vig, - ., V;,, tiene k pivotes. Como la reduccién por renglones puede ser realizada

usando s6lo coeficientes en F', se tiene el resultado. O

Corolario 6.2.4. Sea M una matroide, y sea F' < K una extension de campos. Si M

es representable sobre F' entonces M es representable sobre K.

El siguiente teorema relaciona las distintas caracteristicas de los campos sobre los

que es representable una matroide.

Teorema 6.2.5. Sea M una matroide. Entonces las siguientes son equivalentes:

i) M es representable sobre un campo de caracteristica p para primos p suficiente-

mente grandes.

it) M es representable sobre un campo de caracteristica p para primos p arbitraria-

mente grandes.

ii1) M es representable sobre un campo de caracteristica cero.

Demostracion. i) = ii). Claro.

i1) = 4i1). Supongamos por contradiccion que M no es representable sobre ningin
campo de caracteristica 0, es decir, T'Cy F —¢5s. Entonces por el teorema de completitud
de Godel tenemos que T'Cy F —ps. Como las deducciones son finitas, esta deducciéon
de —ps usa dnicamente finitos de los axiomas de T'Cy. Por lo tanto, existe un N €
N tal que TC U {=¢1, 2¢2, 23, ...,7¢N} F —hpr. Pero por validez entonces T'C U
{=¢1, 02, —3,...,mdN} E =1y, es decir, M no es representable sobre ningiun campo

de caracteristica mayor que N.

iii) = 1). Supongamos que M es representable sobre un campo K de caracteris-
tica cero. Por el Corolario 6.2.4, M es representable sobre su clausura algebraica K,
es decir, K E ;. Como K ¥ —y entonces TCACy ¥ —byr, v va que TCACy
es una teorfa completa tenemos que TCACy F . Al igual que antes, existe un
N € N tal que TCAC U {—¢1,¢2,7¢3,...,7oNn} F Par. Esto es equivalente a que
TCAC U {~¢1,d2,P3,...,7dN} E ¥ar, luego M es representable en todos los cam-

pos algebraicamente cerrados de caracteristica mayor que V. U

De manera similar tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 6.2.6. Sea M wuna matroide representable sobre Q. Entonces M es repre-

sentable sobre todos los campos de caracteristica p para p suficientemente grande.

Demostracion. Por el Corolario 6.2.3, M es representable sobre todos los campos de
caracteristica cero, es decir, TCy F ps. Tenemos entonces que TCy F ¥y, v por lo
tanto existe un N € N tal que T'C' U {—¢1, ~¢2, 23, ..., 7¢dn} F pr. Esto implica que
para cualquier primo p mayor que N, la matroide M es representable sobre todos los

campos de caracteristica p. O

Otro interesante teorema es el siguiente.

Teorema 6.2.7. Sea M una matroide, y sea n un niumero primo o cero. Llamemos
F,, al campo primo de caracteristica n. Entonces M es representable sobre un campo de

caracteristica n si y solo si M es representable sobre F,, [a] para algin « algebraico sobre
F,.

Demostracion. Supongamos que M es representable sobre un campo K de caracteristica
n. De nuevo por el Corolario 6.2.4, M es representable sobre su clausura algebraica K
y por lo tanto TCAC),, - ¥u. Entonces TCAC,, E s, es decir, M es representable
sobre todos los campos algebraicamente cerrados de caracteristica n. En particular M
es representable sobre F,,, digamos por una matriz A. Sea F el campo obtenido a partir
de I, mediante la adjuncién de todas las entradas de A. Por el Lema 6.2.4, A es también
una representacion de M sobre F', luego M es representable sobre F'. Ahora, como F,, es
finito o tiene caracteristica cero (y es por lo tanto perfecto) y ademas F' es una extension
finita (y separable) de IF,,, por el teorema del elemento primitivo tenemos que F' es una
extension algebraica simple de F,, es decir, F' = F,, [o] para algin « algebraico sobre
F,. O

6.3. Sistemas de polinomios

Veamos cémo la representabilidad sobre un campo F' de una matroide es equivalente a
la solubilidad sobre F' de un sistema de polinomios con coeficientes en Z. Supongamos
que la matroide M tiene a [n] como conjunto base, y tiene rango r. Tomemos una matriz
X de tamafio r X n cuyas entradas sean todas variables indeterminadas distintas. Para
cada A C [n] llamemos X4 a la matriz de tamano r x |A| que tiene como columnas a
las columnas de X indexadas por A. Definamos el sistema P = Pj; de polinomios con

coeficientes enteros de la siguiente manera.

» Para cada circuito C' de M y para cada submatriz cuadrada X’ de X¢o de tamano

|C| x |C|, agreguemos el polinomio det(X') al sistema P.
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» Para cada base B de M, agreguemos el polinomio w - det(Xp) — 1 al sistema P,

donde w es una nueva indeterminada.

De esta forma, la matroide M es representable sobre F' si y sélo si el sistema Pp; tiene
soluciéon en F' (interpretando sus coeficientes como elementos de F'), ya que la primera
condicién asegura que columnas correspondientes a circuitos de M sean linealmente
dependientes, mientras que la segunda asegura que columnas correspondientes a bases

de M sean linealmente independientes.

Ahora veremos cémo generalizar los resultados de la seccién anterior a la solubilidad
de sistemas de polinomios con coeficientes en Z. Por el teorema de la base de Hilbert,
todo sistema de polinomios es equivalente a un sistema finito de polinomios. Ahora,
claramente para todo sistema (finito) P de polinomios con coeficientes enteros existe
una férmula ¥p de primer orden tal que para todo campo F, F F ¢p si y solo si el
sistema P tiene solucién en F'. Esto nos permite generalizar los resultados de la seccion
anterior a solubilidad de sistemas de polinomios. No daremos las pruebas ya que son

exactamente iguales a las de la seccién anterior.

Teorema 6.3.1. Sea P un sistema de polinomios con coeficientes en Z. Entonces las

sigutentes son equivalentes:

i) P tiene solucion sobre un campo de caracteristica p para primos p suficientemente

grandes.

it) P tiene solucion sobre un campo de caracteristica p para primos p arbitrariamente

grandes.
ii1) P tiene solucion sobre un campo de caracteristica cero.

Teorema 6.3.2. Sea P un sistema de polinomios con coeficientes en Z. Si P tiene
solucion sobre Q entonces P tiene solucion sobre todos los campos de caracteristica p

para p suficientemente grande.

Teorema 6.3.3. Sea P un sistema de polinomios con coeficientes en Z, y sea n un
nimero primo o cero. Entonces P tiene solucion sobre un campo de caracteristica n si

y sdlo si P tiene solucion sobre By, [ para algin o algebraico sobre Fy,.

Estos tltimos dos resultados pueden ser probados sencillamente de una manera al-
gebraica. Sin embargo, es interesante ver como pueden obtenerse mediante aplicaciones

bastante simples de la logica.
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