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Capítulo 1
Introducción
A lo largo de las distintas áreas de la matemática existen muchas nociones de indepen-dencia: independencia lineal entre elementos de una espacio vectorial, independencia afínentre puntos de una geometría, independencia algebraica en una extensión de campos,independencia entre las aristas de una grafo, etc. Sin embargo las propiedades combi-natorias de cada una de estas nociones son muy similares, lo que permite enmarcarlasdentro de un mismo contexto como es el de las matroides.Las matroides fueron de�nidas por Whitney en 1935, y desde entonces han probadoser un objeto fundamental en la combinatoria. Su de�nición es lo su�cientemente generalpara permitir una gran cantidad de aplicaciones, y también lo su�cientemente especí-�ca para dar lugar a una teoría bastante poderosa. Recientemente ha venido tomandobastante importancia el estudio de los politopos asociados a las matroides, y las subdi-visiones matroidales de éstos.Este trabajo tiene varios objetivos. En primer lugar pretende exponer de manera claray concisa los preliminares combinatorios necesarios para el estudio básico de los politoposmatroidales, y presentar las propiedades geométricas básicas de éstos. También buscaestudiar las subdivisiones de estos politopos, tanto de forma geométrica como de formaalgebraica. Gran parte del trabajo se dedica a estudiar las funciones bien comportadasbajo subdivisiones desde un marco general y uni�cado, y a presentar nuevos avancesdesarrollados en este tema. Al �nal se expone una aplicación de la lógica a la repre-sentabilidad de matroides y a la solubilidad de sistemas de polinomios con coe�cientesenteros.El trabajo está organizado de la siguiente manera. En el capítulo 2 se presentan todoslos preliminares combinatorios necesarios para el resto del documento. Allí se de�nenlas matroides y se estudian con cierta profundidad, probando los teoremas básicos sobreéstas. Al �nal del capítulo se revisa rápidamente la teoría de ordenes parciales y se



�1.0 2estudian sus funciones de Möbius.El tercer capítulo se centra en el estudio de los politopos matroidales y sus propie-dades básicas. Se describen de manera combinatoria sus vértices y aristas, su dimensióny las desigualdades que los de�nen.En el cuarto capítulo se estudian las subdivisiones de los politopos matroidales desdeun punto de vista geométrico. Se investigan con cierto detalle las subdivisiones queson obtenidas al cortar con un hiperplano y también los hiperplanos que las generan.Además se presenta un ejemplo de una subdivisión que no es generada mediante cortescon hiperplanos, y se generaliza a una familia de subdivisiones de matroides uniformes.El capítulo 5 presenta un estudio de las funciones bien comportadas bajo subdivi-siones. Debido a que estas funciones han venido apareciendo en distintas áreas y bajodistintos contextos se les trata de manera general, y se da una equivalencia entre dosde�niciones que han surgido en diferentes partes de la literatura. También se presentauna amplia familia de funciones que es bien comportada bajo subdivisiones y permitegran cantidad de especializaciones. De esta forma se prueba que dos funciones sorpren-dentemente �nas son bien comportadas bajo subdivisiones, como lo son el rango de cadasubconjunto y la actividad sobre cada base de una matroide.En el último capítulo se muestra una aplicación de la lógica a la representabilidad dematroides y la solubilidad de sistemas de polinomios con coe�cientes enteros, probandode manera interesante algunos hechos algebraicos.Los resultados que se exponen en los capítulos 4 y 5 son parte del trabajo conjuntocon Alex Fink bajo la dirección de Federico Ardila, como parte de la �SFSU-ColombiaCombinatorics Initiative�.



Capítulo 2
Preliminares
En este capítulo se expondrán de manera autocontenida los conceptos combinatoriosnecesarios para el resto del trabajo. La gran mayoría del capítulo está dedicado a desar-rollar la teoría básica de matroides, mientras que al �nal se hablará un poco de órdenesparciales. Si se quiere profundizar en estos temas se pueden consultar las excelentesreferencias [8] y [12].En la primera sección daremos las de�niciones básicas, algunos ejemplos y tambiénvarios resultados fundamentales sobre matroides. En la segunda sección de�niremos ráp-idamente los menores de una matroide. La tercera parte presenta los resultados bási-cos sobre conexidad en matroides. En la cuarta parte estudiaremos los invariantes deTutte-Grothendieck, sobre todo el polinomio de Tutte. Finalmente en la última seccióndaremos las de�niciones básicas en la teoría de órdenes parciales y entenderemos un pocolas funciones de Möbius.2.1. De�niciones básicasPara simpli�car la notación, a través de todo el documento denotaremos por [n] alconjunto de enteros positivos {1, 2, . . . , n}. También escribiremos A∪ b y A \ b en vez de
A ∪ {b} y A \ {b} respectivamente, cuando no se presente confusión.2.1.1. IndependenciaDe�nición 2.1.1. Una matroide M es una pareja (E,I), donde E es un conjunto �nitoe I es una familia de subconjuntos de E que satisface:(I1) ∅ ∈ I.



�2.1 4(I2) Si I ∈ I y J ⊆ I entonces J ∈ I.(I3) Si I, J ∈ I y |I| < |J | entonces existe j ∈ J \ I tal que I ∪ j ∈ I.En este caso diremos que M es una matroide sobre el conjunto E, al que llamaremos suconjunto base. A los elementos de I los llamaremos subconjuntos independientes deM ya los demás subconjuntos de E los llamaremos dependientes. A la colección I también ladenotaremos I(M) para evitar confusiones cuando trabajemos con distintas matroides.El nombre �matroide� fue inspirado por la siguiente familia de ejemplos, con la que seobserva que en su de�nición realmente se está capturando una noción de independencia.Ejemplo 2.1.2. Sea F un campo, y sea A una matriz de m × n con entradas en F ycolumnas c1, c2, . . . , cn. Tomemos E = [n], y de�namos I como la familia de subconjuntos
{i1, i2, . . . , ik} de E tal que las columnas ci1 , ci2 , . . . , cik son linealmente independientes(en el espacio vectorial Fm sobre el campo F ). EntoncesM(A) = (E,I) es una matroide.Claramente I satisface los axiomas (I1) e (I2). Para probar (I3), supongamos que
I, J ∈ I y |I| < |J |. Llamemos VI = gen {ci : i ∈ I} y VJ = gen {cj : j ∈ J}. Entoncescomo

dim (VI) = |I| < |J | = dim (VJ)tenemos que VI * VJ , por lo que debe existir j ∈ J \ I tal que I ∪ j ∈ I.Otra gran familia de ejemplos proviene de la teoría de grafos.De�nición 2.1.3. Un grafo G es una pareja (V,E), donde V es un conjunto (�nito)cuyos elementos llamaremos vértices y E es un multiconjunto de parejas no ordenadasde vértices (posiblemente iguales). A los elementos de E los llamaremos aristas. Seacostumbra representar grá�camente al grafo G, dibujando un punto en el plano porcada vértice y una línea entre dos puntos por cada arista entre sus correspondientesvértices.En la Figura 2.1 se muestra una representación grá�ca del grafo G con vértices
v1, v2, v3, v4 y aristas e1 = {v1, v1} , e2 = {v1, v2} , e3 = {v2, v3} , e4 = {v2, v3} , e5 =

{v3, v1}.Un ciclo es un conjunto de aristas {e1, e2, . . . , ek} tal que e1 = {v1, v2} , e2 =

{v2, v3} , . . . , ek−1 = {vk−1, vk} , ek = {vk, v1}, para algunos vértices v1, v2, . . . , vn. Enel grafo de la Figura 2.1, algunos ciclos son {e2, e4, e5}, {e3, e4} y {e1}.Un camino entre dos vértices v, u de G es una sucesión de vértices v = v0, v1, . . . , vk =

u tal que para todo i ∈ [k] se tiene que {vi−1, vi} es una arista. La relación de�nida por
v ∼ u si existe un camino entre v y u es claramente una relación de equivalencia, sus
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Figura 2.1: Representación grá�ca de un grafoclases de equivalencia se denominan las componentes conexas de G. Si G tiene una solacomponente conexa, diremos que G es un grafo conexo. Las componentes conexas delgrafo de la Figura 2.1 son {v1, v2, v3} y {v4}.Ejemplo 2.1.4. Sea G = (V,E) un grafo, y tomemos I como la familia de subconjuntosde E que no contienen ningún ciclo. Entonces M(G) = (E,I) es una matroide.De nuevo es claro que I satisface (I1) e (I2). Ahora, es fácil probar por inducciónque si I ∈ I entonces el grafo GI = (V, I) tiene |V | − |I| componentes conexas. Luego si
I, J ∈ I y |I| < |J | entonces el grafo GI tiene más componentes conexas que el grafo GJ ,por lo que debe existir una arista j ∈ J cuyos vértices estén en componentes distintasde GI (y por lo tanto j /∈ I). Esta arista cumple entonces que I ∪ j ∈ I, probando así(I3).El siguiente ejemplo nos será muy útil en lo que viene.Ejemplo 2.1.5. Sean m ≤ n enteros no negativos. Si tomamos E = [n] e I como lafamilia de subconjuntos de E que tienen a lo más m elementos entonces claramente
Um,n = (E,I) es una matroide, a la que denominaremos la matroide uniforme Um,n.Ahora estableceremos el concepto de isomor�smo entre matroides.De�nición 2.1.6. Diremos que dos matroides M = (E,I) y M ′ = (E′,I ′) son isomor-fas, denotado por M ∼= M ′, si existe una biyección f : E → E′ tal que para todo A ⊆ Ese tiene que A ∈ I si y sólo si f(A) ∈ I ′, es decir, f preserva conjuntos independientes.A la función f la llamaremos un isomor�smo entre M y M ′.Nótese que toda matroide de n elementos es isomorfa a una sobre el conjunto [n].Por lo tanto, de ahora en adelante escribiremos indistintamente E o [n] para el conjuntobase de las matroides que consideremos.



�2.1 6
1

1

0 1

1

0

1

1

0 1

1

1

GAFigura 2.2: Matriz A y grafo GEjemplo 2.1.7. Es fácil ver que si A y G son la matriz y el grafo de la Figura 2.2,entonces las matroides M(A), M(G) y U3,4 son todas isomorfas.2.1.2. BasesDe�nición 2.1.8. Una base de una matroide M es un conjunto independiente maximalrespecto a la inclusión. A la colección de todas las bases deM la denotaremos por B(M),o simplemente B cuando no se presente confusión.Obsérvese que la colección B determina la matroide M , ya que los conjuntos inde-pendientes son aquellos subconjuntos de E que están contenidos en alguna base.Ejemplo 2.1.9. Es claro que las bases de la matroide uniforme Um,n son los subconjun-tos de [n] de tamaño m. Si A es una matriz entonces las bases de M(A) correspondena los subconjuntos linealmente independientes maximales de columnas de A, es decir,a los subconjuntos de columnas que formen una base para la imagen de A. También esfácil ver que si G es un grafo conexo entonces una base de M(G) es un árbol generador,es decir, un conjunto de aristas sin ciclos que conecta todos los vértices.El siguiente es un hecho familiar en el contexto de álgebra lineal y es válido másgeneralmente en el contexto de matroides.Proposición 2.1.10. Todas las bases de una matroide tienen el mismo tamaño.Demostración. Supongamos por contradicción que existen dos bases A y B con |A| <

|B|. Entonces por el axioma (I3) tenemos que existe un elemento b ∈ B \ A tal que
A ∪ b ∈ I, lo que contradice la maximalidad de A.Vale la pena anotar que la anterior proposición implica que si un conjunto indepen-diente I tiene el tamaño de una base (y por lo tanto de todas), entonces I debe ser unabase también.Nos será bastante útil la siguiente caracterización de las colecciones que son el con-junto de bases de alguna matroide.



�2.1 7Teorema 2.1.11. Una colección B de subconjuntos de E es el conjunto de bases de unamatroide sobre E si y sólo si B satisface:(B1) B 6= ∅.(B2) (Propiedad de intercambio) Si A,B ∈ B y a ∈ A \B, entonces existe b ∈ B \A talque (A \ a) ∪ b ∈ B.Demostración. Para ver que estas condiciones son necesarias, supongamos que M esuna matroide sobre E con B(M) = B. Ya que ∅ ∈ I(M) entonces I(M) 6= ∅, por loque tenemos (B1). Para probar (B2), supongamos que A y B son dos bases de M ysea a ∈ A \ B. Entonces el conjunto A \ a es un conjunto independiente de tamaño
|A| − 1 = |B| − 1 < |B|, por lo que por (I3) debe existir b ∈ B \ (A \ a) tal que
A\a∪b ∈ I(M). Como a /∈ B entonces B \(A\a) = B \A, luego b ∈ B \A. Finalmente,como |A \ a ∪ b| = |A| entonces A \ a ∪ b debe ser una base como queríamos.Probemos ahora que las condiciones son su�cientes. Supongamos que B es una familiade subconjuntos de E que satisface (B1) y (B2). Haremos la prueba en dos pasos:1. Todos los elementos de B tienen el mismo tamaño.Supongamos por contradicción que existen dos elementos A,B ∈ B tal que |A| >

|B|, y tomémoslos de tal forma que |A \B| sea mínimo entre todas estas parejas.Sea a ∈ A \B. Por (B2) sabemos que existe b ∈ B \ A tal que C = A \ a ∪ b ∈ B.Entonces |C| = |A| > |B| y además
|C \B| = |(A \ a ∪ b) \B|

= |(A \ a) \B|

= |(A \B) \ a|

= |A \B| − 1,lo que contradice la escogencia de A y B.2. Sea I la colección de subconjuntos de E que son subconjuntos de algún elementode B. Entonces (E,I) es una matroide.Claramente I satisface (I1) e (I2). Para probar (I3), supongamos que I, J ∈ I y
|I| < |J |. Por de�nición sabemos que existen A,B ∈ B tal que I ⊆ A y J ⊆ B, ytomémoslos de tal forma que |(A \ I) \B| sea mínimo.Si |(A \ I) \B| > 0, entonces existe a ∈ (A \ I) \ B ⊆ A \ B. Aplicando (B2)



�2.1 8tenemos que existe b ∈ B \A tal que C = A \ a ∪ b ∈ B. Pero entonces I ⊆ C y
|(C \ I) \B| = |((A \ a ∪ b) \ I) \B|

= |((A \ a) \ I) \B|

= |((A \ I) \B) \ a|

= |(A \ I) \B| − 1,lo que contradice la escogencia de A y B.Por lo tanto se debe tener que A \ I ⊆ B. Además, como |A| = |B| entonces
|A \ I| = |A| − |I| > |B| − |J | = |B \ J | y luego A \ I * B \ J , por lo que existe
j ∈ (A \ I) ∩ J . Luego I ∪ j ⊆ A y entonces I ∪ j ∈ I, lo que prueba (I3).Finalmente, es claro de la de�nición y el paso 1 que B es el conjunto de bases de (E,I),con lo que termina la prueba.La anterior caracterización nos ayudará en el siguiente ejemplo.Ejemplo 2.1.12. Sea n un entero positivo, y sean 1 ≤ c1 < c2 < · · · < ck ≤ n enteros.Llamemos Bc1,c2,...,ck

a la colección de conjuntos de la forma {a1 < a2 < · · · < ak} talque ai ≤ ci. Entonces Bc1,c2,...,ck
es la colección de bases de una matroide Bc1,c2,...,ck

, ala que llamaremos matroide de Schubert. En diversas partes de la literatura estas ma-troides reciben también otros nombres como �shifted matroids�, PI-matroides, matroidesgeneralizadas de Catalán o matroides de libertad.Probaremos que la colección Bc1,c2,...,ck
cumple los axiomas (B1) y (B2). Clara-mente Bc1,c2,...,ck

cumple (B1), ya que {c1 < c2 < · · · < ck} ∈ Bc1,c2,...,ck
. Para ver que

Bc1,c2,...,ck
cumple (B2), tomemos dos conjuntos distintos A = {a1 < a2 < · · · < ak} y

B = {b1 < b2 < · · · < bk} en Bc1,c2,...,ck
, y supongamos que aj ∈ A \ B. Llamemos mal menor entero tal que bm ∈ B \ A. Sea l el entero tal que al−1 < bm < al (con laconvención que a0 = 0 y ak+1 = n+ 1). Nótese que por la de�nición de m tenemos quepara todo r < m existe un elemento air tal que br = air . En particular, esto implica que

m ≤ l.Mostraremos que A \ aj ∪ bm ∈ Bc1,c2,...,ck
, por lo que Bc1,c2,...,ck

cumple (B2). Paraesto consideremos los siguientes casos:Si l < j entonces
A \ aj ∪ bm = {a1 < a2 < · · · < al−1 < bm < al < · · · < aj−1 < aj+1 < · · · < ak} .Nótese que bm ≤ bl ≤ cl y además para todo l ≤ s ≤ j − 1 se tiene que as ≤ cs <

cs+1, por lo que A \ aj ∪ bm ∈ Bc1,c2,...,ck
.



�2.1 9Si l = j entonces
A \ aj ∪ bm = {a1 < a2 < · · · < al−1 < bm < al+1 < · · · < ak} ,de donde es claro que A \ aj ∪ bm ∈ Bc1,c2,...,ck

ya que bm ≤ bl ≤ cl.Si l = j + 1 entonces
A \ aj ∪ bm = {a1 < a2 < · · · < al−2 < bm < al < · · · < ak} .Como ningún br = air es igual a aj = al−1 entonces m ≤ l − 1, por lo que

bm ≤ bl−1 ≤ cl−1 y luego A \ aj ∪ bm ∈ Bc1,c2,...,ck
.Si l > j + 1 entonces

A \ aj ∪ bm = {a1 < a2 < · · · < aj−1 < aj+1 < · · · < al−1 < bm < al < · · · < ak} .Tomemos s tal que j + 1 ≤ s ≤ l− 1. Sea t el menor entero tal que as ≤ bt. Comoningún br = air es igual a aj tenemos que t ≤ s − 1, por lo que as ≤ bt ≤ bs−1 ≤

cs−1. Además, al igual que en el caso anterior, se cumple que m ≤ l− 1 y entonces
bm ≤ bl−1 ≤ cl−1. De esta forma tenemos que A \ aj ∪ bm ∈ Bc1,c2,...,ck

.En cualquier caso A \ aj ∪ bm ∈ Bc1,c2,...,ck
, con lo que termina la prueba.De manera un poco sorprendente, las bases de una matroide cumplen la siguientepropiedad de intercambio simétrico.Teorema 2.1.13. Sea B la colección de bases de una matroide. Si A,B ∈ B y a ∈ A\Bentonces existe b ∈ B \A tal que A \ a ∪ b ∈ B y también B \ b ∪ a ∈ B.Demostración. Supongamos por contradicción que no se cumple el resultado. Tomemos

A,B ∈ B tal que |A \B| = |B \A| sea mínimo entre todas las parejas de bases que soncontraejemplo al teorema. Sea a ∈ A\B tal que para todo b ∈ B\A vale que A\a∪b /∈ Bo B\b∪a /∈ B. Aplicando la propiedad de intercambio (B2), sabemos que existe b ∈ B\Atal que A\a∪b ∈ B. Aplicando de nuevo (B2) a las bases B y A con el elemento b ∈ B\Atenemos que existe a′ ∈ A \ B tal que B′ = B \ b ∪ a′ ∈ B. Nótese que a′ 6= a debidoa la escogencia de a, luego a ∈ A \ B′. Además |A \B′| = |A \B \ a′| = |A \B| − 1,por lo que por la escogencia de A y B tenemos que existe b′ ∈ B′ \ A = B \ A \ b talque A \ a ∪ b′ ∈ B y además B′′ = B′ \ b′ ∪ a = B \ {b, b′} ∪ {a, a′} ∈ B. Finalmente,aplicando (B2) a B′′ y B con el elemento a′ ∈ B′′\B tenemos que alguno de los conjuntos
B′′ \ a′ ∪ b′ = B \ b ∪ a y B′′ \ a′ ∪ b = B \ b′ ∪ a está en B, lo que es una contradiccióncon la escogencia de a.La siguiente de�nición nos será de utilidad más adelante.



�2.1 10De�nición 2.1.14. Sea M una matroide sobre E. Diremos que el elemento e ∈ E esun coloop si para toda base B se tiene que e ∈ B, y que es un loop si para toda base Bocurre que e /∈ B.2.1.3. RangoLa anterior noción de independencia nos permite de�nir una noción de rango, que gener-aliza la que tenemos en los distintos ejemplos. Primero necesitamos un resultado sencillo.Proposición 2.1.15. Sea M una matroide sobre E, y sea X ⊆ E. Entonces todos lossubconjuntos independientes de X maximales tienen el mismo tamaño. A estos subcon-juntos los llamaremos bases de X.Demostración. La prueba es básicamente la misma que para las bases de M . Supong-amos por contradicción que existen A,B ⊆ X independientes maximales con |A| < |B|.Entonces por el axioma (I3) tenemos que existe un elemento b ∈ B \ A tal que A ∪ b esindependiente (y subconjunto de X), lo que contradice la maximalidad de A.De�nición 2.1.16. La función rango de una matroide M , denotada por rM (o simple-mente r cuando no haya confusión), es la función que le asigna a cada subconjunto Xde E el tamaño de cualquiera de sus bases. Al rango de E, es decir al tamaño de lasbases de M , lo llamaremos también el rango de M y lo denotaremos por r(M).Nótese que la función rango determina completamente la matroide M , ya que losconjuntos independientes de M son precisamente aquellos subconjuntos X de E quecumplen que r(X) = |X|.2.1.4. CircuitosMuchas veces nos será útil también tratar con los conjuntos dependientes.De�nición 2.1.17. Un circuito de una matroideM es un conjunto dependiente minimalrespecto a la inclusión. A la colección de circuitos de M la denotaremos por C(M), osimplemente C cuando no se presente confusión.De nuevo, la colección C determina completamente la matroide M , ya que los con-juntos independientes son los subconjuntos de E que no contienen ningún circuito.Ejemplo 2.1.18. Los circuitos en la matroide uniforme Um,n son los subconjuntos de
[n] de tamaño m + 1 (si m < n). Si G es un grafo entonces los circuitos de M(G) sonlos ciclos que no pasan más de una vez por un mismo vértice.



�2.1 11En el siguiente teorema se listan las principales propiedades de los circuitos de unamatroide.Teorema 2.1.19. Sea M una matroide. Entonces la colección C = C(M) satisface:(C1) ∅ /∈ C.(C2) Si C,D ∈ C y C ⊆ D entonces C = D.(C3) (Propiedad de eliminación) Si C,D ∈ C con C 6= D y e ∈ C ∩D entonces existe
F ∈ C tal que F ⊆ (C ∪D) \ e.Demostración. Es claro que C satisface (C1) y (C2). Para probar (C3), tomemos C,D ∈

C con C 6= D y e ∈ C ∩D. Supongamos por contradicción que (C ∪D) \ e no contieneningún circuito, es decir, (C ∪ D) \ e es independiente. Por (C2) sabemos que existe
c ∈ C \D. La familia

A = {J ∈ I(M) : C \ c ⊆ J ⊆ C ∪D}es no vacía ya que C \ c ∈ A, luego existe un elemento I ∈ A de cardinalidad máxima.Claramente c /∈ I y además como D es dependiente entonces existe d ∈ D \ I. Como
c ∈ C \D entonces c 6= d. Luego

|I| ≤ |(C ∪D) \ {x, y}| = |C ∪D| − 2 < |(C ∪D) \ e| ,por lo que aplicando (I3) llegamos a una contradicción con la maximalidad de |I|.De hecho, las anteriores condiciones son también su�cientes para que una colecciónde subconjuntos de E sea el conjunto de circuitos de una matroide, aunque este hechono lo necesitaremos aquí.Proposición 2.1.20. Sea B una base de la matroide M , y sea e /∈ B. Entonces existeun único circuito contenido en B∪e, que además contiene al elemento e. A este circuitolo llamaremos el circuito fundamental de e sobre B y lo denotaremos por C(e,B).Demostración. Como B∪e es dependiente entonces debe contener un circuito, que debecontener a e ya que B no contiene ningún circuito. Además, si existiera otro circuito en
B∪e de igual forma debería contener al elemento e, por lo que aplicando (C3) tendríamosque B contiene un circuito.Una caracterización que necesitaremos de los circuitos fundamentales es la siguiente.Proposición 2.1.21. Sea B una base de la matroide M , y sea a /∈ B. Entonces b ∈

C(a,B) si y sólo si B \ b ∪ a es una base.



�2.2 12Demostración. Si b ∈ C(a,B) entonces B \ b ∪ a no contiene ningún circuito, luego esun conjunto independiente. Además B \ b ∪ a tiene el mismo tamaño de B, por lo quedebe ser una base. De la misma manera, si B \ b ∪ a es una base entonces no contieneningún circuito, por lo tanto b ∈ C(a,B).2.2. MenoresLas siguientes proposiciones nos muestran cómo obtener nuevas matroides �dentro� deotras. A las matroides que se pueden obtener de esta forma a partir de una matroide Mlas llamaremos menores de M .Proposición 2.2.1. Sea M una matroide sobre E, y sea X ⊆ E. Consideremos lacolección
IE\X = {I ⊆ E \X : I ∈ I(M)} .Entonces (E \X,IE\X) es una matroide, a la que llamaremos la eliminación de X de lamatroide M y la denotaremos por M \X. También la llamaremos la restricción de Mal conjunto E \X, denotada por M |(E \X).Demostración. La prueba de los axiomas de independencia es directa.Proposición 2.2.2. Sea M una matroide sobre E, y X ⊆ E. Sea BX una base de X.Si de�nimos

I ′
E\X = {I ⊆ E \X : I ∪BX ∈ I(M)}entonces (E \X,I ′

E\X) es una matroide, que además no depende de la escogencia de labase BX de X. A esta matroide la llamaremos la contracción de X de la matroide M yla denotaremos M/X.Demostración. Claramente I ′
E\X cumple (I1) e (I2). Para probar (I3) supongamos que

I, J ∈ I ′
E\X y |I| < |J |. Entonces I ∪ BX , J ∪ BX ∈ I(M) y |I ∪BX | < |J ∪BX | porlo que existe j ∈ (J ∪ BX) \ (I ∪ BX) = J \ I tal que I ∪ j ∪ BX ∈ I(M), es decir,

I ∪ j ∈ I ′
E\X como queríamos.Para ver que esta matroide no depende de la escogencia de BX , tomemos Y ⊆ E \X.Nótese que BY es una base de Y en M/X si y sólo si BY ∪ BX es una base de Y ∪Xen M , por lo que rM/X(Y ) = rM (Y ∪X)− rM (X), que no depende de la escogencia de

BX .En el caso en que tratemos con conjuntos de un sólo elemento, escribiremos M \ e,
M |e y M/e en vez de M \ {e}, M | {e} y M/ {e} respectivamente.



�2.3 13Resumiremos para mayor claridad la relación entre el rango de M y el de la elimi-nación, restricción y contracción de algún subconjunto.Proposición 2.2.3. Sea M una matroide sobre E, y sea X ⊆ E. Entonces para todo
Y ⊆ E \X

rM\X(Y ) = rM |(E\X)(Y ) = rM (Y ),y también
rM/X(Y ) = rM (Y ∪X) − rM (X).2.3. ConexidadDesarrollaremos en esta sección una noción de conexidad para matroides, que gener-aliza el concepto de 2-conexidad en grafos. Para esto necesitamos probar primero unapropiedad de eliminación fuerte para los circuitos de una matroide.Proposición 2.3.1. Sea C la colección de circuitos de una matroide. Si C,D ∈ C,

e ∈ C ∩D y f ∈ C \D; entonces existe F ∈ C tal que f ∈ F ⊆ (C ∪D) \ e.Demostración. Supongamos por contradicción que esto no se cumple. Tomemos C,D ∈ Cpara los que falla la proposición, tal que |C ∪D| sea mínimo (entre todas las parejasde contraejemplos). Tomemos e ∈ C ∩ D y f ∈ C \ D tal que no existe F ∈ C con
f ∈ F ⊆ (C ∪ D) \ e. Aplicando el axioma de eliminación (C3), sabemos que existe
C ′ ∈ C tal que C ′ ⊆ (C ∪D) \ e. Como C ′ * C (ya que son circuitos distintos) entoncesexiste g ∈ C ′\C. Además por hipótesis f /∈ C ′, por lo que C ′∪D ⊆ (C∪D)\f y entonces
|C ′ ∪D| < |C ∪D|. Luego C ′ y D sí satisfacen la proposición, así que como g ∈ D ∩C ′y e ∈ D \C ′ entonces existe D′ ∈ C tal que e ∈ D′ ⊆ (D∪C ′)\g. De nuevo tenemos que
C y D′ cumplen la propiedad de eliminación fuerte, ya que C ∪D′ ⊆ (C ∪D) \ g. Como
e ∈ C∩D′ y f ∈ C \D′ entonces existe F ∈ C tal que f ∈ F ⊆ (C∪D′)\e ⊆ (C∪D)\e,lo que es una contradicción.De�nición 2.3.2. Sea M una matroide con conjunto base E. Llamaremos γ = γM a larelación binaria sobre E de�nida por

a γ b⇐⇒ a = b o existe un circuito de M que contiene tanto a a como a b.Teorema 2.3.3. Sea M una matroide sobre E. Entonces γ es una relación de equiva-lencia en E.Demostración. Claramente γ es re�exiva y simétrica. Para ver que γ es transitiva,tomemos e, f, g ∈ E distintos tal que e γ f y f γ g. Existen entonces circuitos C1 y
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C2 tal que e ∈ C1, g ∈ C2 y C1 ∩ C2 6= ∅, y escojámoslos de tal forma que |C1 ∪ C2|sea mínimo entre todas las parejas que cumplen dichas condiciones. Supongamos porcontradicción que no existe un circuito que contenga tanto a e como a g, en particu-lar C1 6= C2. Tomemos h ∈ C1 ∩ C2. Por la Proposición 2.3.1 existe un circuito C3tal que e ∈ C3 ⊆ (C1 ∪ C2) \ h. Por hipótesis, g /∈ C3. Como C3 * C1 entonces ex-iste i ∈ (C2 \ C1) ∩ C3. Aplicando nuevamente la Proposición 2.3.1 a C2 y C3 tenemosque existe un circuito C4 tal que g ∈ C4 ⊆ (C2 ∪ C3) \ i. Como C4 * C2 entonces
C4 ∩ (C3 \C2) 6= ∅, y por lo tanto C4 ∩C1 6= ∅. Además C1 ∪C4 ⊆ (C1 ∪C2) \ i, por loque |C1 ∪ C4| < |C1 ∪ C2|. Pero entonces la existencia de los circuitos C1 y C4 contradicela escogencia de C1 y C2, con lo que termina la prueba.De�nición 2.3.4. SeaM una matroide con conjunto base E. A las clases de equivalenciade γ las llamaremos componentes conexas de M . SiM tiene sólo una componente conexadiremos que M es una matroide conexa.Existen otras maneras equivalentes de de�nir la relación γ, como veremos a contin-uación.De�nición 2.3.5. Sea M una matroide sobre E. Si existen A,B ∈ B(M), a ∈ A \B y
b ∈ B \ A tal que A = B \ b ∪ a; entonces diremos que (a, b) es un cambio elemental en
M entre las bases A y B.Proposición 2.3.6. Sea M una matroide sobre E, y a, b ∈ E. Entonces a γ b si y sólosi (a, b) es un cambio elemental (o a = b).Demostración. Si a γ b y a 6= b, tomemos un circuito C que contenga tanto a a comoa b. El conjunto C \ a es independiente, por lo que existe una base B que lo contiene.El circuito fundamental C(a,B) es entonces C, por lo que por la Proposición 2.1.21tenemos que (a, b) es un cambio elemental.Supongamos ahora que (a, b) es un cambio elemental entre las bases A y B. Por laProposición 2.1.21 tenemos que b ∈ C(a,B), luego a γ b.La razón por la que estamos interesados en la conexidad de una matroide es por surelación con las sumas directas.De�nición 2.3.7. Sean M1,M2, . . . ,Mk matroides. Llamemos Ei al conjunto base de
Mi y Bi = B(Mi). Supongamos que los conjuntos Ei son disyuntos dos a dos. Es fácilver que el conjunto

B = {B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bk : Bi ∈ Bi}es la colección de bases de una matroide M sobre E1 ∪ E2 ∪ · · · ∪ Ek. En este casodiremos que M es la suma directa de las matroides M1,M2, . . . ,Mk y lo denotaremospor M = M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mk.



�2.4 15Proposición 2.3.8. SeaM una matroide sobre E, y sea A ⊆ E. EntoncesM = (M |A)⊕

(M |(E \A)) si y sólo si A es unión de componentes conexas de M .Demostración. Es fácil ver que si M = (M |A) ⊕ (M |(E \ A)) entonces todo cambioelemental en M se da entre dos elementos de A o entre dos elementos de E \ A, por loque A es unión de componentes conexas de M .Supongamos ahora que A es unión de componentes conexas deM . Tomemos B1 basede M |A y B2 base de M |(E \A). Mostraremos que B1 ∪B2 es base de M . Sabemos queexisten dos bases B′
1, B

′
2 de M tal que B′

1 ∩A = B1 y B′
2 ∩ (E \A) = B2, y tomémoslasde tal forma que k = |B′

1 \B
′
2| = |B′

2 \B
′
1| sea mínimo. Supongamos que k 6= 0, esdecir, que existe b1 ∈ B′

1 \B
′
2. Aplicando el Teorema 2.1.13 tenemos entonces que existe

b2 ∈ B′
2 \ B′

1 tal que B′′
1 = B′

1 \ b1 ∪ b2 y B′′
2 = B′

2 \ b2 ∪ b1 son bases de M . Como by b′ están en la misma componente conexa de M entonces ambos están en A o ambosestán en E \ A, así que sin pérdida de generalidad supongamos que están en A. Lasbases B′
1 y B′′

2 cumplen entonces que B′
1 ∩ A = B1 y B′′

2 ∩ (E \ A) = B2, pero además
|B′

1 \B
′′
2 | = |B′

1 \B
′
2| − 1, lo que contradice la escogencia de B′

1 y B′
2. Hemos mostradoentonces que k = 0, y por lo tanto B′

1 = B′
2 = B1 ∪B2 es una base de M .Ahora tomemos una base B deM . Mostraremos que B es unión de una base deM |Acon una base de M |(E \ A). Como I1 = B ∩A es independiente en M |A entonces estácontenido en una base B1 de M |A. De la misma forma I2 = B ∩ (E \A) está contenidoen una base B2 de M |(E \ A). Por lo que mostramos antes, B′ = B1 ∪ B2 es una basede M , que además contiene a B. Por lo tanto B = B′ = B1 ∪B2 como queríamos.Corolario 2.3.9. Sea M una matroide con componentes conexas C1, C2, . . . , Ck. En-tonces

M = M |C1 ⊕M |C2 ⊕ · · · ⊕M |Ckes la descomposición más �na posible de la matroide M como una suma directa.Demostración. Nótese que si M = N1 ⊕ N2 entonces las componentes conexas de Mson las componentes conexas de N1 junto con las de N2. Por lo tanto en vista de laProposición 2.3.8 se tiene el resultado.2.4. El polinomio de TutteTal vez la mejor manera de presentar el polinomio de Tutte es a través de la siguientefamilia de invariantes.De�nición 2.4.1. Un invariante de Tutte-Grothendieck es una función f : Matroides →

R, donde R es un anillo conmutativo con identidad, con las siguientes propiedades:



�2.4 161. Si M ∼= N entonces f(M) = f(N).2. Si e ∈M no es un coloop ni un loop, entonces f(M) = f(M \ e) + f(M/e).3. Si e ∈M es un coloop o un loop, entonces f(M) = f(M |e)f(M \ e).Nótese que el valor de un invariante f de Tutte-Grothendieck queda entonces deter-minado por su valor en las dos matroides Mcoloop y Mloop que constan de sólo un coloopy de sólo un loop respectivamente, ya que aplicando las propiedades 2 y 3 podemoshallar recursivamente el valor de f(M) para cualquier matroide M sólo en términos de
f(Mcoloop) y f(Mloop).Ejemplo 2.4.2. No es difícil ver que las siguientes funciones son invariantes de Tutte-Grothendieck:

b(M) = número de bases de M .
i(M) = número de conjuntos independientes de M .
s(M) = número de conjuntos generadores de M (es decir, subconjuntos de E quecontienen alguna base de M).
e(M) = 2 número de elementos de M .De�nición 2.4.3. Sea M una matroide sobre el conjunto E. El polinomio de Tutte dela matroide M es el polinomio en Z[x, y] de�nido por

T (M ;x, y) =
∑

A⊆E

(x− 1)r(E)−r(A)(y − 1)|A|−r(A).El siguiente teorema muestra la gran importancia del polinomio de Tutte.Teorema 2.4.4. El polinomio de Tutte es un invariante de Tutte-Grothendieck. Además,se cumple que T (Mcoloop;x, y) = x y T (Mloop;x, y) = y.Demostración. Es rutinario comprobar que T (Mcoloop;x, y) = x y T (Mloop;x, y) = y.Además es claro que el polinomio de Tutte cumple la propiedad 1 de la De�nición 2.4.1.Para comprobar la propiedad 2, supongamos que e ∈ M no es un loop ni un coloop.Entonces
T (M \ e;x, y) =

∑

A⊆E\e

(x− 1)rM\e(E\e)−rM\e(A)(y − 1)|A|−rM\e(A)

=
∑

e/∈A⊆E

(x− 1)rM (E\e)−rM (A)(y − 1)|A|−rM (A)

=
∑

e/∈A⊆E

(x− 1)rM (E)−rM (A)(y − 1)|A|−rM (A)



�2.4 17y también
T (M/e;x, y) =

∑

A⊆E\e

(x− 1)rM/e(E\e)−rM/e(A)(y − 1)|A|−rM/e(A)

=
∑

A⊆E\e

(x− 1)rM (E)−r(e)−rM (A∪e)+r(e)(y − 1)|A|−rM (A∪e)+r(e)

=
∑

e/∈A⊆E

(x− 1)rM (E)−rM (A∪e)(y − 1)|A|+1−rM (A∪e)

=
∑

e∈A′⊆E

(x− 1)rM (E)−rM (A′)(y − 1)|A
′|−rM (A′),por lo que T (M ;x, y) = T (M \ e;x, y) + T (M/e;x, y). De la misma manera, si e ∈ Mes un coloop entonces

T (M ;x, y) =
∑

A⊆E

(x− 1)rM (E)−rM (A)(y − 1)|A|−rM (A)

=
∑

e/∈A⊆E

(x− 1)rM (E)−rM (A)(y − 1)|A|−rM (A)

+
∑

e∈A⊆E

(x− 1)rM (E)−rM (A)(y − 1)|A|−rM (A)

=
∑

e/∈A⊆E

(x− 1)rM (E\e)+1−rM (A)(y − 1)|A|−rM (A)

+
∑

e∈A⊆E

(x− 1)rM (E\e)+1−rM (A\e)−1(y − 1)|A\e|+1−rM (A\e)−1

= (x− 1)
∑

e/∈A⊆E

(x− 1)rM (E\e)−rM (A)(y − 1)|A|−rM (A)

+
∑

e∈A⊆E

(x− 1)rM (E\e)−rM (A\e)(y − 1)|A\e|−rM (A\e)

= (x− 1)
∑

e/∈A⊆E

(x− 1)rM (E\e)−rM (A)(y − 1)|A|−rM (A)

+
∑

e/∈A′⊆E

(x− 1)rM (E\e)−rM (A′)(y − 1)|A
′|−rM (A′)

= x
∑

e/∈A⊆E

(x− 1)rM (E\e)−rM (A)(y − 1)|A|−rM (A)

= x
∑

e/∈A⊆E

(x− 1)rM\e(E\e)−rM\e(A)(y − 1)|A|−rM\e(A)

= xT (M \ e;x, y)

= T (Mcoloop;x, y)T (M \ e;x, y).En el caso en que e sea un loop, un argumento similar muestra que T (M ;x, y) =

T (Mloop;x, y)T (M \ e;x, y), con lo que termina la prueba.



�2.4 18El siguiente corolario describe al polinomio de Tutte como el invariante de Tutte-Grothendieck universal.Corolario 2.4.5. Sea R es un anillo conmutativo con identidad, y sean c, l ∈ R. En-tonces existe un único invariante f de Tutte-Grothendieck tal que f(Mcoloop) = c y
f(Mloop) = l. Además este invariante es una evaluación del polinomio de Tutte, a saber,
f(M) = T (M ; c, l).Demostración. Por el Teorema 2.4.4, la evaluación T (M ; c, l) del polinomio de Tutte esun invariante f de Tutte-Grothendieck que cumple que f(Mcoloop) = c y f(Mloop) = l.Además es el único de éstos, ya que los invariantes de Tutte-Grothendieck están deter-minados por su valor en Mcoloop y Mloop.Ejemplo 2.4.6. Continuando con el Ejemplo 2.4.2, en vista del Corolario 2.4.5 tenemosque:

b(M) = número de bases de M = T (M ; 1, 1).
i(M) = número de conjuntos independientes de M = T (M ; 2, 1).
s(M) = número de conjuntos generadores de M = T (M ; 1, 2).
e(M) = 2número de elementos de M = T (M ; 2, 2).2.4.1. Actividad sobre las basesLa de�nición que tenemos del polinomio de Tutte no nos permite conocer fácilmente elcoe�ciente de cada uno de sus monomios. Para lograr esto necesitaremos la siguientede�nición.De�nición 2.4.7. Sea M una matroide sobre [n] y B una base de M . Diremos que elelemento i ∈ [n]\B es externamente activo sobre B si i < j para todo j ∈ B tal queB\j∪ies una base de M . Análogamente diremos que i ∈ B es internamente activo sobre B si

i < j para todo j ∈ [n]\B tal que B\i∪j es una base deM . Al conjunto de los elementosexternamente activos sobre B lo denotaremos por E(B) = EM (B), y al de internamenteactivos sobre B por I(B) = IM (B). También escribiremos e(B) = eM (B) = |EM (B)| e
i(B) = iM (B) = |IM (B)|.Teorema 2.4.8. Si M es una matroide sobre [n] entonces

T (M ;x, y) =
∑

B∈B(M)

xi(B) ye(B). (2.1)



�2.4 19Demostración. Llamemos T ′(M ;x, y) al polinomio de la derecha en la ecuación (2.1). Esfácil ver que T ′(Mcoloop;x, y) = x y que T ′(Mloop;x, y) = y. Probaremos entonces que
T ′ satisface la misma recursión que el polinomio de Tutte, de donde se sigue el teorema.Tomemos una matroide M sobre [n]. Supongamos que n no es un coloop ni un loop,y tomemos una base B de M . Si B contiene a n entonces tomando una base A que nocontenga a n y aplicando (B2) tenemos que existe i < n tal que B \n∪ i es una base. Dela misma forma, si B no contiene a n entonces tomando una base A que contenga a n yaplicando el Teorema 2.1.13 llegamos a que existe i < n tal que B\i∪n es una base. Luego
n no es externamente activo ni internamente activo sobre ninguna base. Ahora, si B nocontiene a n entonces es fácil ver que EM\n(B) = EM (B) e IM\n(B) = IM (B). De lamisma forma, si B contiene a n entonces EM/n(B \n) = EM (B) e IM/n(B \n) = IM(B).Luego

T ′(M ;x, y) =
∑

B∈B(M)

xiM (B) yeM (B)

=
∑

n/∈B∈B(M)

xiM (B) yeM (B) +
∑

n∈B∈B(M)

xiM (B) yeM (B)

=
∑

B∈B(M\n)

xiM\n(B) yeM\n(B) +
∑

B∈B(M/n)

xiM/n(B) yeM/n(B)

= T ′(M \ n;x, y) + T ′(M/n;x, y).Si n es un coloop en M , es decir, si n está en todas las bases, directamente de lade�nición se tiene que n es internamente activo sobre todas las bases y no es externa-mente activo en ninguna. Además para toda base B se tiene que EM\n(B \n) = EM (B)e IM\n(B \ n) = IM (B) \ n, por lo que
T ′(M ;x, y) =

∑

B∈B(M)

xiM (B) yeM (B)

=
∑

B∈B(M\n)

xiM\n(B)+1 yeM\n(B)

= x ·
∑

B∈B(M\n)

xiM\n(B) yeM\n(B)

= x · T ′(M \ n, x, y).De manera completamente análoga se puede ver que si n es un loop en M entonces
T ′(M ;x, y) = y · T ′(M \ n;x, y).Nótese que el anterior teorema es equivalente a que el coe�ciente de xiye en elpolinomio de Tutte de una matroideM es igual al número de bases deM con i elementosinternamente activos y e elementos externamente activos.



�2.5 20Como corolarios inmediatos tenemos los siguientes.Corolario 2.4.9. Todos los coe�cientes del polinomio de Tutte de una matroide son nonegativos.Corolario 2.4.10. Si M es una matroide sobre [n] entonces la suma
∑

B∈B(M)

xi(B) ye(B)es invariante bajo isomor�smo.Este último resultado es algo sorprendente, ya que un reordenamiento de los elemen-tos de una matroide M puede cambiar drásticamente la actividad sobre cada base.2.5. Órdenes parcialesDe�nición 2.5.1. Un conjunto parcialmente ordenado u orden parcial es un conjunto
P junto con una relación binaria ≤ que satisface las siguientes tres propiedades:1. (Re�exividad) Para todo x ∈ P , se tiene que x ≤ x.2. (Antisimetría) Para todo x, y ∈ P , si x ≤ y y y ≤ x entonces x = y.3. (Transitividad) Para todo x, y, z ∈ P , si x ≤ y y y ≤ z entonces x ≤ z.Usaremos las abreviaciones comunes, por ejemplo x < y cuando x ≤ y y x 6= y, o y ≥ xcuando x ≤ y. Si x ≤ y en P entonces el intervalo (cerrado) [x, y] de P se de�ne como

[x, y] = {z ∈ P | x ≤ z ≤ y} .Un elemento x ∈ P es un elemento minimal (resp. maximal) de P si no existe y ∈ P talque y < x (resp. y > x). Diremos también que x ∈ P es mínimo (resp. máximo) si paratodo y ∈ P se cumple que x ≤ y (resp. x ≥ y).Si x y y son elementos de un orden parcial P , diremos que y cubre a x, y lo deno-taremos x l y, si x < y y no existe z ∈ P tal que x < z < y. El diagrama (de Hasse)de un orden parcial �nito P se obtiene dibujando los elementos de P como puntos, con
x mas abajo que y si x < y, y dibujando una arista entre x y y si x l y. En la Figura2.3 se muestra el diagrama del orden parcial B3 que consta de los subconjuntos de [3]ordenados por inclusión.Una cadena de longitud k en un orden parcial P es un conjunto x0 < x1 < · · · < xkde elementos de P . Diremos que el orden parcial P es graduado de rango m si todacadena maximal en P tiene longitud m.
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Figura 2.3: Diagrama del orden parcial B3Si el intervalo [x, y] del orden parcial P es un orden parcial graduado de rango k,diremos que la longitud del intervalo [x, y], denotada por l(x, y), es igual a k.2.5.1. La función de MöbiusUn orden parcial P es localmente �nito si todo intervalo [x, y] de P es �nito. Denotaremospor Int(P ) al conjunto de todos los intervalos (cerrados) de P . Simpli�cando la notación,para cualquier función f : Int(P ) → Z escribiremos f(x, y) en vez de f([x, y]).De�nición 2.5.2. Sea P un orden parcial localmente �nito. La función µ = µP :

Int(P ) → Z, llamada la función de Möbius de P , se de�ne recursivamente de la siguientemanera:
µ(x, x) = 1, para todo x ∈ P

µ(x, y) = −
∑

x≤z<y

µ(x, z), para todo x < y en P.Nótese que esta última condición es equivalente a
∑

x≤z≤y

µ(x, z) = 0, para todo x < y en P.Desarrollaremos un poco la teoría de álgebras de incidencia para una mejor com-prensión de esta función.Sea K un campo. Si P es un orden parcial localmente �nito, llamaremos I(P ) =

I(P,K) al espacio vectorial de todas las funciones f : Int(P ) → K. De nuevo parasimpli�car la notación, si f ∈ I(P ) escribiremos f(x, y) en vez de f([x, y]). Podemosconsiderar de manera natural a la función µ = µP como un elemento de I(P ). Ahora,para f, g ∈ I(P ) de�namos el producto (o convolución) fg ∈ I(P ) de la siguiente manera:
fg(x, y) =

∑

x≤z≤y

f(x, z) g(z, y).



�2.5 22Es fácil ver que este producto hace de I(P ) un álgebra asociativa, con identidad multi-plicativa δ ∈ I(P ) (llamada la función δ de Kronecker) de�nida por
δ(x, y) =







1, si x = y

0, si x < y.Proposición 2.5.3. Sea f ∈ I(P ). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:(a) f tiene inverso por la derecha.(b) f tiene inverso por la izquierda.(c) f es invertible (es decir, f tiene un inverso por ambos lados).(d) f(x, x) 6= 0 para todo x ∈ P .Demostración. Supongamos que f tiene inverso por la derecha, es decir, existe g ∈ I(P )tal que fg = δ en I(P ). Esto es equivalente a
f(x, x) g(x, x) = 1, para todo x ∈ P,y

g(x, y) = −f(x, x)−1
∑

x<z≤y

f(x, z) g(z, y), para todo x < y en P.Luego f tiene inverso por la derecha si y solo si f(x, x) 6= 0 para todo x ∈ P . De lamisma forma podemos ver que f tiene inverso por la izquierda si y solo si f(x, x) 6= 0para todo x ∈ P , y por lo tanto, si y solo si f tiene inverso por la derecha. Pero si ftiene inverso por la izquierda y por la derecha entonces estos deben ser iguales, por loque f es invertible.La función zita ζ ∈ I(P ) se de�ne como ζ(x, y) = 1 para todo x ≤ y en P . Nótese quela de�nición de la función µ (De�nición 2.5.2) expresa simplemente la relación µζ = δen I(P ). Por la proposición anterior, esto implica que ζ es invertible y que ζ−1 = µ. Enparticular, ζµ = δ y por lo tanto
∑

x≤z≤y

µ(z, y) = 0, para todo x < y en P.Luego una de�nición equivalente de la función de Möbius es:
µ(x, x) = 1, para todo x ∈ P

µ(x, y) = −
∑

x<z≤y

µ(z, y), para todo x < y en P.



Capítulo 3
Politopos matroidales
El propósito de este capítulo es desarrollar los resultados básicos sobre los politoposmatroidales y brindar al lector cierta familiaridad con ellos. Aunque daremos las de�ni-ciones principales (más que todo para �jar la notación), se asumirá que el lector tieneconocimiento de los resultados básicos sobre politopos convexos. Una excelente intro-ducción al tema se puede encontrar en [15].En la primera sección del capítulo daremos la de�nición de politopo matroidal ytambién algunos ejemplos. En la segunda parte investigaremos la dimensión de estospolitopos. En la tercera parte estudiaremos mejor las caras de los politopos matroidales,en particular sus vértices y aristas. Demostraremos el importante teorema de Gelfand,Goresky, MacPherson y Serganova que caracteriza dichos politopos en términos de susaristas. Finalmente, en la última parte encontraremos una descripción de los politoposmatroidales en términos de desigualdades.3.1. De�niciónDe�nición 3.1.1. Sea M una matroide sobre [n]. Si A ⊆ [n] entonces al punto en Rn

vA =
∑

i∈A

eilo llamaremos el vector característico de A, donde ei es el i-ésimo vector en la basecanónica de Rn. El politopo asociado a la matroide M está de�nido por
Γ(M) = conv {vB : B ∈ B(M)} ,donde

conv {v1, v2, . . . , vk} =

{
k∑

i=1

λivi : λi ≥ 0 para todo i, y k∑

i=1

λi = 1

}

,



�3.2 24o equivalentemente, conv {v1, v2, . . . , vk} es el mínimo conjunto convexo que contiene alos puntos v1, v2, . . . , vk. A Γ(M) también lo llamaremos el politopo de M , y diremos quees un politopo matroidal.Para matroides con conjunto base E distinto de [n], su politopo asociado se de�nede igual forma después de una identi�cación entre E y [n]. Aunque dos identi�cacionesdistintas no dan lugar a politopos idénticos, sí resultan ser politopos isométricos.Ejemplo 3.1.2. TomemosM = U1,3. El conjunto de bases deM es {{1} , {2} , {3}}, porlo que Γ(M) = conv {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}. En la Figura 3.1 se muestra el politopo
Γ(M).

(0,0,1)

(0,1,0)

(1,0,0)Figura 3.1: Politopo de la matroide U1,3Un ejemplo que nos será mucho más útil es el siguiente.Ejemplo 3.1.3. Sea M = U2,4. Para simpli�car la notación, escribiremos vectores car-acterísticos sin paréntesis ni comas. Entonces
Γ(M) = conv {1100, 1010, 1001, 0110, 0101, 0011} .Aunque este politopo vive en R4, en realidad está contenido dentro del subespacio afín

3-dimensional dado por x1+x2+x3+x4 = 2. En la Figura 3.2 se muestra este subespacioy adentro el octaedro Γ(M).
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0110

1100

1001

1010

0011

0101

Figura 3.2: Γ(U2,4) en el subespacio afín x1 + x2 + x3 + x4 = 2 de R43.2. DimensiónDe�nición 3.2.1. Sea P un politopo con vertices v1, v2, . . . , vk. Denotaremos
af(P ) =

{
k∑

i=1

λi vi :

k∑

i=1

λi = 1

}

,y lo llamaremos el espacio ambiente de P . Es fácil ver que af(P ) es el mínimo subespacioafín que contiene a P . La dimensión de P , denotada por dim(P ), es la dimensión delsubespacio afín af(P ).Ejemplo 3.2.2. Continuando con los ejemplos del �nal de la sección anterior, el espacio
af(Γ(U1,3)) es el plano de�nido por x1 +x2 +x3 = 1, por lo que dim(Γ(U1,3)) es 2. De lamisma forma, Γ(U2,4) es un politopo 3-dimensional ya que af(Γ(U2,4)) es el subespacioafín de�nido por x1 + x2 + x3 + x4 = 2.Estamos interesados en determinar la dimensión del politopo de una matroide M deuna manera sencilla a partir de M . Para esto calcularemos primero el espacio ambientede estos politopos.La siguiente de�nición nos permitirá simpli�car la notación en el resto del trabajo.De�nición 3.2.3. Si A ⊆ [n] y s es un entero no negativo, denotaremos por HA,s alhiperplano de�nido por ∑i∈A xi = s, y por H+

A,s y H−
A,s a los semiespacios cerradosde�nidos por ∑i∈A xi ≥ s y ∑i∈A xi ≤ s respectivamente.Lema 3.2.4. Sea M una matroide conexa sobre [n]. Entonces af(Γ(M)) = H[n],r(M).



�3.3 26Demostración. Como todos los vértices de Γ(M) están en H[n],r(M) entonces Γ(M) ⊆

H[n],r(M). En particular, tenemos que dim(Γ(M)) ≤ n − 1. Tomemos ahora i, j ∈ [n].Como M es conexa sabemos que (i, j) es un cambio elemental en M , digamos entre lasbases B1 y B2. Ya que Γ(M) contiene a los puntos vB1
y vB2

entonces af(Γ(M)) contienela recta determinada por ellos, que tiene vector director vB1
− vB2

= ei − ej . Como estopasa para toda pareja (i, j) entonces af(Γ(M)) contiene una traslación del subespacio
gen {ei − ej : i, j ∈ [n]} ,que tiene dimensión n− 1. Luego dim(Γ(M)) = n− 1, por lo que se da la igualdad entre

af(Γ(M)) y H[n],r(M).Teorema 3.2.5. Sea M una matroide sobre [n]. Supongamos que M tiene componentesconexas C1, C2, . . . , Cm. Entonces
af(Γ(M)) =

m⋂

i=1

HCi,rM (Ci). (3.1)Demostración. Nótese que si N1 y N2 son matroides con conjuntos base disyuntos en-tonces Γ(N1 ⊕N2) = Γ(N1) × Γ(N2). Luego
af(Γ(M)) = af (Γ(M |C1 ⊕M |C2 ⊕ · · · ⊕M |Cm))

= af (Γ(M |C1) × Γ(M |C2) × · · · × Γ(M |Cm))

= af (Γ(M |C1)) × af (Γ(M |C2)) × · · · × af (Γ(M |Cm)) ,por lo que por el Lema 3.2.4 tenemos el resultado buscado.Corolario 3.2.6. Sea M una matroide sobre E con m componentes conexas. Entonces
dim(Γ(M)) = |E| −m.Demostración. Por el Teorema 3.2.5 sabemos que af(Γ(M)) =

⋂m
i=1HCi,rM (Ci), donde

C1, C2, . . . , Cm son las componentes conexas de M . Como esta es una intersecciónde m hiperplanos independientes (sus vectores normales son independientes), entonces
dim(Γ(M)) = |E| −m.3.3. CarasDe�nición 3.3.1. Sea P un politopo. Un hiperplano de soporte para P es un hiperplano
H que intersecta a P , tal que P está contenido en alguno de los dos semiespacios cerradosque determina H. Diremos que F es una cara de P si F es la intersección de P con algúnhiperplano de soporte. Por convención, también permitiremos que P sea una cara de P .



�3.3 27A las caras de dimensión 0 las llamaremos vértices y a las de dimensión 1 aristas. A lascaras propias de P maximales respecto a la inclusión las llamaremos simplemente carasmaximales.Determinar los vértices del politopo de una matroide es bastante sencillo.Proposición 3.3.2. Sea M una matroide. Entonces el conjunto de vértices del politopo
Γ = Γ(M) es V (M) = {vB : B ∈ B(M)}.Demostración. De la de�nición es fácil ver que los vértices de Γ son de la forma vB con
B ∈ B(M). Para ver que todos los puntos de esta forma efectivamente son vértices de
Γ, nótese que si B ∈ B(M) entonces el hiperplano H = HB,r(M) es un hiperplano desoporte para Γ. Además, como vB es el único punto de V (M) en H, entonces la cara
Γ ∩H de Γ es el punto vB .Las aristas del politopo de una matroide M también se pueden determinar de man-era sencilla a partir de M . De hecho, el siguiente teorema [5] caracteriza los politoposmatroidales en términos de sus aristas.Teorema 3.3.3. Sea B una colección no vacía de subconjuntos de [n]. Consideremos elpolitopo PB = conv {vB : B ∈ B}. Entonces B es la colección de bases de una matroidesobre [n] si y sólo si todas las aristas de PB son de la forma ei − ej con i, j ∈ [n].Demostración. Supongamos primero que B es la colección de bases de una matroide Msobre [n]. Tomemos una arista l de PB = Γ(M) con vértices vA y vB , determinada por unhiperplano de soporte H. Como A y B son distintos y del mismo tamaño, entonces existe
a ∈ A\B. Aplicando el Teorema 2.1.13, sabemos que existe b ∈ B\A tal que A′ = A\a∪by B′ = B \ b ∪ a son bases de M . Como vA′ = vA − (ea − eb) y vB′ = vB + (ea − eb)entonces vA′ y vB′ están ambos sobre H, ya que si no, estarían a distintos lados de Hcontradiciendo que H es un hiperplano de soporte. Pero como H sólo contiene a losvértices vA y vB, tenemos entonces que A′ = B y B′ = A, por lo que la arista l es de laforma buscada.Para la otra implicación, asumamos que todas las aristas de PB son de la forma
ei − ej . Probaremos que B cumple la propiedad de intercambio (B2) del Teorema 2.1.11.Supongamos que A,B ∈ B y a ∈ A \B. Sabemos que todo el politopo PB, en particularel punto vB , está dentro del cono con vértice en vA generado por las aristas adyacentesa vA. Luego, si las aristas adyacentes a vA son ebi

− eai con i ∈ [m], tenemos que
vB = vA +

m∑

i=1

λi(ebi
− eai),



�3.4 28donde los λi son todos positivos. Entonces
v = vB − vA =

m∑

i=1

λi(ebi
− eai).Nótese que los elementos bi no están en A mientras que los ai sí, por lo que en esta sumano se cancelan términos. Como a ∈ A \ B entonces la a-ésima coordenada de v es −1.Luego, existe j ∈ [m] tal que λj 6= 0 y aj = a. Pero entonces la bj-ésima coordenada de

v es positiva y por lo tanto igual a 1, lo que quiere decir que bj ∈ B \ A. Finalmente,como el punto w = vA + (ebj
− ea) es un vértice de PB entonces el conjunto A \ a ∪ bjestá en B, que era lo que buscábamos.La anterior caracterización tiene como consecuencia inmediata un interesante resul-tado.Corolario 3.3.4. Toda cara de un politopo matroidal es también un politopo matroidal.Demostración. Sea M una matroide. Si F es una cara de Γ(M) entonces las aristas de

F son las aristas de Γ(M) que están contenidas en F , por lo que tienen la forma ei − ej .Luego por el Teorema 3.3.3, F es un politopo matroidal.3.4. Descripción por desigualdadesEn esta sección daremos una descripción de los politopos matroidales usando únicamentedesigualdades. De paso entenderemos los hiperplanos que intersectan �bien� al politopode una matroide, resultado que usaremos después.Lema 3.4.1. Si M y N son matroides sobre [n] tal que B(N) ⊆ B(M) entonces todacomponente conexa de N está contenida en una componente conexa de M .Demostración. Si i, j ∈ [n] están en la misma componente conexa de N entonces (i, j)es un cambio elemental en N , luego (i, j) es también un cambio elemental en M y porlo tanto están en la misma componente conexa de M .Teorema 3.4.2. Sea M una matroide sobre [n], y sea H un hiperplano que intersecta a
Γ = Γ(M) en el politopo de una matroide N , de dimensión dim(Γ)− 1. Entonces existeun hiperplano de la forma HA,s, donde A es un subconjunto de alguna componente conexade M y s es un entero no negativo, tal que H ∩ Γ = HA,s ∩ Γ.Demostración. Debido a la dimensión de Γ(N) sabemos que N tiene una componenteconexa más que M . Por el Lema 3.4.1 sabemos entonces que las componentes conexas



�3.4 29de N son exactamente las mismas que las de M , excepto por una componente C de Mque se parte en dos componentes C1 y C2 de N .Supongamos ahora que H está dado por la ecuación∑i∈[n] aixi = s. Primero, nóteseque si j, k ∈ [n] están en la misma componente conexa de N entonces aj = ak, yaque existen dos bases en N asociadas al cambio elemental (j, k). Además si C ′ es unacomponente conexa de M distinta de C (y por lo tanto también componente conexade N) entonces Γ está dentro del subespacio ∑i∈C′ xi = rM (C ′), por lo que podemosmodi�car la ecuación de H sin cambiar su intersección con Γ, y llegar a una en la quesi i /∈ C entonces ai = 0. Es decir, podemos suponer que H está dado por una ecuaciónde la forma∑i∈C1
axi +

∑

j∈C2
bxj = s. Usando ahora que∑i∈C xi = rM (C) se cumplepara todos los puntos de Γ, podemos lograr que b = 0. Finalmente, después de multiplicarpor un escalar, podemos lograr que H sea de la forma HC1,s, con s un entero no negativo(ya que s = rN (C1)).El anterior teorema nos permite probar de una manera sencilla la siguiente descrip-ción de los politopos matroidales en términos de desigualdades.Teorema 3.4.3. Sea M una matroide sobre [n]. Entonces

Γ(M) =






x ∈ [0, 1]n :

∑

i∈[n]

xi = r(M), y para todo A ⊆ [n]
∑

i∈A

xi ≤ r(A)






. (3.2)Demostración. Llamemos P al politopo de la derecha en al ecuación (3.2). Es fácil verque Γ(M) ⊆ P , ya que todos los vértices de Γ(M) están en P . Para probar la otrainclusión, supongamos que F1, F2, . . . , Fm son las caras maximales (propias) de Γ(M).Por el Teorema 3.4.2 sabemos que para todo i ∈ [m] existen Ai ⊆ [n] y si tal que

HAi,si ∩ Γ(M) = Fi. Podemos suponer que Γ(M) se encuentra dentro de H−
Ai,si

paratodo i, si no basta considerar H[n]\Ai,r(M)−r(Ai). Nótese que si = r(Ai) para todo i ∈ [m],ya que HAi,si es un hiperplano de soporte para Γ(M). Ahora, como todo politopo es laintersección de su espacio ambiente con algunos semiespacios cerrados que determinentodas sus caras maximales, entonces
Γ(M) = af(Γ(M)) ∩

⋂

i∈[m]

H−
Ai,r(Ai)

.Denotemos por C1, C2, . . . , Ck a las componentes conexas de M . Como r(C1) + r(C2) +
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· · · + r(Ck) = r(M), en vista del Teorema 3.2.5 tenemos que

Γ(M) =
⋂

j∈[k]

HCj ,r(Cj) ∩
⋂

i∈[m]

H−
Ai,r(Ai)

= H[n],r(M) ∩
⋂

j∈[k]

HCj ,r(Cj) ∩
⋂

i∈[m]

H−
Ai,r(Ai)

= H[n],r(M) ∩
⋂

j∈[k]

H−
Cj ,r(Cj)

∩
⋂

i∈[m]

H−
Ai,r(Ai)

,de donde es claro que Γ(M) ⊇ P .



Capítulo 4
Subdivisiones matroidales
En este capítulo estudiaremos las subdivisiones matroidales desde un punto de vistageométrico. En la primera sección daremos su de�nición y algunas propiedades básicasque necesitaremos en lo que sigue.En la segunda parte del capítulo, nos concentraremos en las subdivisiones que se ob-tienen al cortar con un hiperplano. Investigaremos con cierta profundidad su geometría,y la estructura de los hiperplanos que las generan. También daremos una caracteri-zación combinatoria de estas subdivisiones. Al �nal presentaremos un ejemplo de unasubdivisión que no es obtenida mediante una sucesión de cortes con hiperplanos.Para terminar, en la tercera sección mostraremos una subdivisión del politopo dela matroide Um,km con matroides de Schubert, que generaliza las subdivisiones de losdistintos ejemplos que damos.Los resultados de este capítulo fueron obtenidos en trabajo conjunto con Alex Fink.4.1. GeneralidadesDe�nición 4.1.1. Sea M una matroide. Una subdivisión del politopo matroidal Γ =

Γ(M) es una colección S = {Γ1,Γ2, . . . ,Γk} de politopos de la misma dimensión que Γ (alos que llamaremos las partes de la subdivisión) cuya unión es Γ, tal que para cualesquiera
i, j ∈ [k] distintos se tiene que la intersección Γi∩Γj es vacía o es una cara propia tanto de
Γi como de Γj. En el caso en el que todos los politopos en S sean politopos matroidales,diremos que la subdivisión es matroidal. Denotaremos porMi a la matroide tal que Γi =

Γ(Mi). Algunas veces abusaremos del lenguaje y diremos que {M1,M2, . . . ,Mk} es unasubdivisión de la matroide M . En este trabajo consideraremos únicamente subdivisionesmatroidales, por lo que hablaremos simplemente de subdivisiones para referirnos a éstas.



�4.1 32Ejemplo 4.1.2. Tomemos M = U2,4. Sean M1 = M(G1) y M2 = M(G2) las matroidesdadas por los grafos de la Figura 4.1. Los politopos Γ1 = Γ(M1) y Γ2 = Γ(M2) formanuna subdivisión (matroidal) de Γ = Γ(M), ya que su unión es todo Γ y su intersecciónes el politopo Γ1,2 de la matroide M1,2 = M(G3) (ver Figura 4.1), que es una cara deambos. En la Figura 4.2 se muestra esta subdivisión. La pirámide superior es Γ1 y lainferior es Γ2, que se intersectan en el cuadrado de la mitad Γ1,2.
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Figura 4.2: Subdivisión de U2,4Desafortunadamente, el anterior ejemplo es el único caso de una subdivisión no trivial



�4.1 33en dimensión menor o igual que tres.De�nición 4.1.3. Sea S = {Γ1,Γ2, . . . ,Γk} una subdivisión de Γ, y sea A ⊆ [k].Denotaremos por ΓA,S =
⋂

i∈A Γi, tomando por convención que Γ∅,S = Γ. Cuando nohaya confusión escribiremos simplemente ΓA en vez de ΓA,S. Si A = {a1, a2, . . . , am}, aveces escribiremos Γa1,a2,...,am en vez de ΓA.Las distintas partes de una subdivisión se intersectan de buena manera, como lomuestra la siguiente proposición.Proposición 4.1.4. Sea S una subdivisión de Γ con k partes, y sean A,B ⊆ [k] novacíos tal que A ⊆ B y ΓB 6= ∅. Entonces ΓB es una cara de ΓA.Demostración. Tomemos a ∈ A. Por de�nición ΓA ⊆ Γa, por lo que
ΓA = Γa ∩ ΓA

= Γa ∩
⋂

i∈A

Γi

=
⋂

i∈A

(Γa ∩ Γi),que es una intersección de caras de Γa y por lo tanto una cara de Γa. De la misma forma
ΓB =

⋂

i∈B

(Γa ∩ Γi),por lo que ΓB también es una cara de Γa. Finalmente, como ΓB ⊆ ΓA entonces se tieneel resultado buscado.Corolario 4.1.5. Sea S una subdivisión de Γ con k partes, y sea A ⊆ [k] tal que ΓA 6= ∅.Entonces ΓA es el politopo de una matroide, a la que denotaremos MA.Demostración. Esto es claro si A = ∅. Si por el contrario existe a ∈ A entonces ΓA esuna cara de Γa = Γ(Ma), y por lo tanto ΓA es un politopo matroidal.Una de las razones para el gran interés en las subdivisiones matroidales se presentaa continuación.De�nición 4.1.6. Diremos que el politopo Γ es indescomponible si no admite ningunasubdivisión no trivial, es decir, una subdivisión con por lo menos dos partes.Ejemplo 4.1.7. Los politopos asociados a las matroides uniformes U0,n y Un,n son unpunto, por lo que son indescomponibles. Los politopos de las matroides U1,n y Un−1,nson símplices, luego cualquier subconjunto propio de sus vértices genera un politopo demenor dimensión y por lo tanto también son politopos indescomponibles.



�4.2 34El siguiente resultado (La�orgue [6, 7]) es bastante sorprendente. No presentaremossu prueba, ya que usa métodos más avanzados que los aquí expuestos.Teorema 4.1.8. Sea m es un entero positivo, F un campo y M una matroide tal quesu politopo Γ(M) es indescomponible. Entonces existen �nitas matrices A (posiblemente
0) con m �las y entradas en F (módulo la multiplicación de sus columnas por un escalaro la acción de una matriz en GL(m,F)) tal que M ∼= M(A).4.2. Separaciones por hiperplanosAsí como en el Ejemplo 4.1.2, una gran cantidad de subdivisiones se obtienen al cor-tar con un hiperplano en dos partes un politopo matroidal. Formalizaremos esto en lasiguiente de�nición.De�nición 4.2.1. Una subdivisión S = {Γ1,Γ2} de Γ es una separación por hiperplanosi existe un hiperplano H (en el espacio V = af(Γ)) tal que Γ1 = Γ∩H+ y Γ2 = Γ∩H−,donde H+ y H− son los dos semiespacios cerrados en los que H divide a V . En este casodiremos que H induce la subdivisión S.Proposición 4.2.2. Sea S una subdivisión de Γ con 2 partes. Entonces S es una sepa-ración por hiperplano.Demostración. SeaH = af(Γ1,2). Como Γ1,2 es una cara de Γ1 y de Γ2, entoncesH∩Γ1 =

H ∩ Γ2 = Γ1,2. Además, como todo segmento entre un punto de Γ1 y un punto de Γ2debe intersectar a Γ1,2 (si no, no estaría completamente contenido en Γ) entonces H esun hiperplano de V = af(Γ). Finalmente, es fácil ver que Γ1 y Γ2 están en distintos ladosde H, por lo que S es una separación por hiperplano.El siguiente teorema nos permite caracterizar las separaciones por hiperplanos deuna manera más simple.Teorema 4.2.3. Sea Γ un politopo matroidal, y sea H un hiperplano que separa a Γen dos politopos (de la misma dimensión que Γ) P1 y P2. Entonces las siguientes sonequivalentes:a) H induce una separación por hiperplano en Γ.b) Ambos politopos P1 y P2 son politopos matroidales.c) Alguno de los politopos P1 o P2 es un politopo matroidal.d) Γ ∩H es un politopo matroidal.



�4.2 35Demostración. Claramente a) ⇒ b) ⇒ c). Nótese que Γ ∩H es cara de P1 y de P2, porlo que c) ⇒ d). Además, para probar que d) ⇒ a) basta con mostrar que P1 y P2 sonpolitopos matroidales.Supongamos por contradicción que alguno de los dos politopos, digamos P1, no esun politopo matroidal. Sea v un vértice de P1. Si v está en H entonces v es vértice de
Γ ∩H (porque Γ ∩H es una cara de P1), y si v no está en H entonces v es un vérticede Γ. En ambos casos v es vértice de un politopo matroidal, por lo que v ∈ {0, 1}n.Luego debe existir una arista a de P1 que no es de la forma ei − ej (sin embargo, susdos extremos están en {0, 1}n). Esta arista no puede estar contenida completamente en
H, porque si no sería una arista del politopo Γ ∩H. Por lo tanto, si J es un hiperplanode soporte en P1 que determina la arista a, J es también un hiperplano de soporte en Γ.Como a no es una arista de Γ entonces J∩Γ es una arista de Γ que contiene propiamentea a, pero esto contradice que los extremos de a estén en {0, 1}n.Las separaciones por hiperplanos son inducidas por hiperplanos �sencillos�, como lomuestra la siguiente proposición.Proposición 4.2.4. Sea M una matroide sobre [n]. Entonces toda separación por hiper-plano de Γ(M) es inducida por un hiperplano de la forma HA,s, donde A es un subcon-junto de alguna componente conexa de M y s es un entero no negativo.Demostración. Supongamos que S es una separación por hiperplano de Γ = Γ(M) in-ducida por el hiperplano H. Como Γ1,2 es la intersección de un hiperplano (que no eshiperplano de soporte) con Γ entonces dim(Γ1,2) = dim(Γ)−1, por lo que por el Teorema3.4.2 se tiene lo buscado.Como consecuencia de los resultados anteriores tenemos la siguiente caracterización.Proposición 4.2.5. Sea M una matroide con conjunto base E. Entonces Γ = Γ(M)admite una separación por hiperplano si y sólo si existen A ⊆ [n] y s entero no negativo,tal que r(M) − r(E \ A) < s < r(A) y el conjunto

BA,s = {B ∈ B(M) : |B ∩A| = s}es la colección de bases de una matroide sobre E.Demostración. En vista del Teorema 4.2.3 y la Proposición 4.2.4, el politopo Γ admiteuna separación por hiperplano si y sólo si existe un hiperplano (que no es de soporte)de la forma HA,s tal que Γ ∩HA,s es un politopo matroidal. Como ninguna arista de Γcruza el hiperplano HA,s, esto es equivalente a que BA,s es la colección de bases de unamatroide sobre E, y que además existen bases B1 y B2 de M tal que |B1 ∩A| > s y
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|B2 ∩A| < s. Esto último se traduce en que existen bases B1 y B2 tal que |B1 ∩A| > sy |B2 ∩ (E \ A)| > r(M) − s, es decir, r(M) − r(E \ A) < s < r(A).Nótese que en particular, la proposición anterior implica que si una matroideM sobre
E admite una separación por hiperplano entonces existe A ⊆ E tal que r(A)+r(E\A) ≥

r(M) + 2.Aunque una subdivisión tenga más de dos partes, es posible que se pueda obtenermediante una sucesión de separaciones por hiperplano. Daremos un nombre a estassubdivisiones.De�nición 4.2.6. Diremos que una subdivisión S de Γ es generada por separaciones porhiperplanos si se puede obtener mediante una sucesión de separaciones por hiperplanos,es decir, si el conjunto S se puede obtener comenzando con el conjunto {Γ} y cambiandovarias veces un elemento Γ′ del conjunto por las dos partes obtenidas al efectuar unaseparación por hiperplano en Γ′.Una gran cantidad de subdivisiones son generadas por separaciones por hiperplanos.De hecho, La�orgue ha mostrado [7] que toda subdivisión del politopo de una matroidede rango 2 es generada por separaciones por hiperplanos.El ejemplo más pequeño de una subdivisión que no es generada por separaciones porhiperplanos es el siguiente ([4], Ejemplo 7.13).Ejemplo 4.2.7. Tomemos M = U3,6, y consideremos la matroide de Schubert sobreseis elementos M1 = B2,4,6. Nótese que la permutación σ =
(
123456
345612

) actúa naturalmentesobre las matroides con conjunto base [6], así que llamemos M2 = σM1 y M3 = σ2M1.En la Sección 4.3 veremos que {M1,M2,M3} es una subdivisión de M . Esta subdivisiónno es generada por separaciones por hiperplanos, ya que la unión de cualesquiera dosde estas matroide (de sus bases) no es una matroide. Por ejemplo, la colección de basesen M1 ∪ M2 son todos los subconjuntos de [6] con tres elementos excepto {1, 5, 6} y
{2, 5, 6}, que no cumple el axioma de intercambio (tomando A = {4, 5, 6}, B = {1, 2, 6}y el elemento 4 ∈ A \B).4.3. Una subdivisión de Um,mkEn esta sección estudiaremos una subdivisión de Um,mk con m partes, cada unaisomorfa a una matroide de Schubert. Esta subdivisión generaliza las de los ejemplos4.1.2 y 4.2.7.Sean m y k enteros positivos, con k ≥ 2. Llamemos M = Um,mk y M1 = Bk,2k,...,mk(con conjunto base [mk]). Consideremos la permutación σ de [mk] de�nida por σ(i) =
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i + k (mod mk), y las matroides Mj = σj−1M1 para j ∈ [m]. Llamemos Γ = Γ(M) y
Γj = Γ(Mj). Probaremos que {Γ1,Γ2, . . . ,Γm} es una subdivisión de Γ.Es fácil ver que, como k ≥ 2, las matroides Mj son conexas y por lo tanto lospolitopos Γj tienen la misma dimensión que Γ.Para simpli�car la notación, si x ∈ Rmk y j ∈ [m] llamaremos

xj =

jk
∑

i=(j−1)k+1

xi,es decir, xj es la suma de las coordenadas de x en el j-ésimo bloque de k entradas.Por el Teorema 3.4.3 sabemos que el politopo de la matroide Um,mk es simplementela intersección del hipercubo [0, 1]mk con el hiperplano H[mk],m. De la misma forma sepuede ver que
Γ1 =






x ∈ [0, 1]mk : x ∈ H[mk],m, y para todo j ∈ [m]

m∑

i=j

xi ≤ m− j + 1






.En general, por la construcción de las matroides Mj , tenemos que los politopos Γj sonel mismo politopo que Γ1 pero rotando las coordenadas mediante σj .Para ver que ⋃j∈[m] Γj = Γ, tomemos x ∈ Γ. Si l ∈ [m] de�namos

al =

(
l∑

i=1

xi

)

− l,y tomemos p tal que ap sea mínimo. Esto quiere decir que
m∑

i=j

xσp(i) ≤ m− j + 1para todo j ∈ [m] y por lo tanto x ∈ Γp, mostrando que los politopos Γj cubren a Γ.Finalmente, tomemos i, j ∈ [m] con i < j. Sea H el hiperplano de�nido por
j
∑

s=i+1

xs = j − i.Es fácil ver que H es un hiperplano de soporte para Γi y para Γj, y además Γi ∩ Γj =

Γi ∩H = Γj ∩H, por lo que Γi ∩ Γj es una cara tanto de Γi como de Γj.



Capítulo 5
Funciones bien comportadas bajosubdivisiones
En este capítulo estudiaremos una clase de funciones a las que llamaremos �funciones biencomportadas bajo subdivisiones�. Estas funciones han venido apareciendo en variadoscontextos como lo son los espacios tropicales lineales y las funciones cuasisimétricas,por lo que trataremos de darles un estudio general y uni�cado. Su de�nición precisa yalgunos ejemplos se presentan en la primera parte.En la segunda sección del capítulo estableceremos la equivalencia entre dos nocionesde �buen comportamiento�, que aparecen en distintos trabajos como [4] y [11]. Para estousaremos la maquinaria de la topología algebraica y su relación con la combinatoria.También utilizaremos esta maquinaria en la sección tres, donde mostraremos el buencomportamiento de una amplia familia de funciones. Esta familia admite una gran can-tidad de especializaciones, permitiendo así reunir bajo un mismo marco a la mayoría delas funciones bien comportadas que se han estudiado hasta el momento en la literatura.En las últimas dos partes del capítulo presentaremos dos funciones bastante �nasque se comportan bien bajo subdivisiones. Estas funciones son inyectivas y de muchocontenido combinatorio, por lo que posiblemente serán de gran utilidad en el futuro.Los resultados de este capítulo se obtuvieron en trabajo conjunto con Alex Fink, bajola dirección de Federico Ardila. Para una exposición más concreta puede consultarse [1].Para no repetir en cada resultado, a lo largo de este capítulo �jaremos el enteropositivo n.



�5.1 395.1. De�nición y ejemplosDe�nición 5.1.1. Sea f una función del conjunto de matroides con conjunto base [n],que denotaremos por M = Mn, en un grupo abeliano G. Diremos que f se comportabien bajo subdivisiones si para toda matroideM ∈ M y toda subdivisión S de Γ = Γ(M)se tiene que
∑

A⊆[k]
ΓA 6=∅

(−1)|A|f(MA) = 0, (5.1)donde k es el número de partes de la subdivisión S y MA es como de�nimos en elCorolario 4.1.5. Nótese que esta última ecuación se puede reescribir como
f(M) =

∑

∅6=A⊆[k]
ΓA 6=∅

(−1)|A|−1f(MA). (5.2)Aunque esta de�nición parezca un poco extraña, veremos que una gran cantidad defunciones se comporta bien bajo subdivisiones. Intuitivamente, estamos llamando biencomportadas a las funciones que satisfacen cierto principio de inclusión-exclusión en lospolitopos matroidales.Ejemplo 5.1.2. La función vol, que le asigna a cada matroide M ∈ M el volumen n−1dimensional de su politopo asociado, se comporta bien bajo subdivisiones. De hecho,como vol(N) es cero si el politopo de N tiene dimensión menor a n − 1 entonces laecuación (5.2) se convierte en
vol(M) =

∑

i∈[k]

vol(Mi),que claramente es cierta debido a la aditividad del volumen.Una ejemplo más elaborado es el siguiente.Proposición 5.1.3. Sea P un punto en Rn. Llamemos iP : M → Z a la función de�nidapor
iP (M) =







1 si P ∈ Γ(M)

0 si no.Entonces iP se comporta bien bajo subdivisiones.Demostración. Sea S una subdivisión del politopo Γ(M) con k partes. Si P /∈ Γ(M)claramente se cumple la ecuación (5.1), por lo que podemos asumir que P ∈ Γ(M).De�namos
B = {i ∈ [k] : P ∈ Γi} ,



�5.2 40que es no vacío. Nótese que P ∈ ΓB, por lo que ΓB 6= ∅. Además P ∈ ΓA si y sólo si
A ⊆ B, luego

∑

A⊆[k]
ΓA 6=∅

(−1)|A|iP (MA) =
∑

A⊆B

(−1)|A| = 0,mostrando el buen comportamiento de iP .Un corolario interesante es el siguiente.Corolario 5.1.4. La función b : M → Z que le asigna a cada matroide su número debases se comporta bien bajo subdivisiones.Demostración. El número de bases de una matroide M es
b(M) =

∑

P∈{0,1}n

iP (M),que es una suma de funciones bien comportadas bajo subdivisiones.Más adelante veremos que de hecho todo invariante de Tutte-Grothendieck se com-porta bien bajo subdivisiones.5.2. Una de�nición equivalenteEl propósito de esta sección es desarrollar una formulación equivalente del buen com-portamiento bajo subdivisiones de una función. Para esto necesitamos primero algunasde�niciones y resultados.De�nición 5.2.1. Sea P un politopo. Llamaremos frontera de P a la unión de las caraspropias de P , y la denotaremos por ∂P . No es difícil ver que ∂P es también la fronteratopológica de P en el espacio af(P ). Al conjunto int(P ) = P \ ∂P lo llamaremos elinterior de P .De�nición 5.2.2. Sea S una subdivisión de Γ con k partes. A las caras de los politopos
Γi (i ∈ [k]) las llamaremos caras de la subdivisión S. Diremos que una cara F de S esuna cara interna de S si F no está contenida en ∂Γ. Al conjunto de cara internas de Slo denotaremos por int(S).Lema 5.2.3. Sea S una subdivisión de Γ con k partes, y sea F una cara interna de S.Entonces existe A ⊆ [k] tal que F = ΓA.



�5.2 41Demostración. Probaremos que F = ΓA, donde
A = {i ∈ [k] : F ⊆ Γi} .Claramente F ⊆ ΓA, así que supongamos por contradicción que ΓA ) F . Sea a ∈ A talque F es cara de Γa. Nótese que F es una cara de ΓA, ya que ΓA es cara de Γa. Además,si i /∈ A entonces F ∩ Γi es una cara propia de F o es vacío (por ambos ser cara de Γa).Trabajaremos ahora en el espacio af(Γ). La Figura 5.1 ayudará a seguir la de-mostración. Como F es una cara interna de S sabemos que F contiene un punto x

Γ

A

U

y

x

Γ

F

Aaff(     )

Figura 5.1: Prueba del Lema 5.2.3interior de Γ, y podemos escogerlo de tal manera que no esté contenido en ninguna carapropia de F . Tomemos U una vecindad de x contenida en Γ que separe a x de los poli-topos Γi con i /∈ A, es decir, tal que si Γi ∩ U 6= ∅ entonces i ∈ A. Tomemos un punto
y ∈ (af(ΓA) ∩U) \ ΓA. Como y ∈ Γ entonces debe existir un l ∈ [k] tal que y ∈ Γl. Peroentonces l ∈ A y por lo tanto ΓA es una cara de Γl, lo que es una contradicción debidoa que y ∈ af(ΓA) \ Γl.Ahora usaremos la poderosa maquinaria de la topología algebraica. Necesitaremoslas siguientes de�niciones.De�nición 5.2.4. Un complejo de celdas regular es un conjunto (�nito)
C = {σ1, σ2, . . . , σs} de celdas no vacías σi ⊆ Rm (para algún entero no negativo m) ydisyuntas dos a dos, tal que para todo i ∈ [s] se cumple lo siguiente:1. Existe un entero no negativo mi tal que σi ≈ Bmi y σi \ σi ≈ Smi−1. A mi lollamaremos la dimensión de σi, denotada por dim(σi).



�5.2 422. σi \ σi es unión de algunos σj .Aquí usamos σi para denotar la clausura topológica de σi y ≈ para homeomor�smo. Bl y
Sl son la bola cerrada y la esfera unitarias de dimensión l, respectivamente. Llamaremosespacio subyacente de C al espacio topológico ⋃i∈[s] σi, y lo denotaremos por |C|.De�nición 5.2.5. Sea C un complejo de celdas regular. Denotemos por ci al númerode celdas de C de dimensión i. La característica de Euler de C se de�ne como

χ(C) =
∑

σ∈C

(−1)dim(σ) =
∑

i∈N

(−1)ici = c0 − c1 + c2 − c3 · · · .La característica de Euler reducida de C se de�ne como χ̃(C) = χ(C) − 1. Un hechofundamental de la topología algebraica es que la característica de Euler de C dependesólo del tipo de homotopía de |C|, y por lo tanto si C ′ es otro complejo de celdas regulartal que |C ′| ≈ |C| entonces χ̃(C ′) = χ̃(C).El siguiente ejemplo nos será muy útil después.Ejemplo 5.2.6. Sea M una matroide, y S una subdivisión de Γ = Γ(M) con k partes.El conjunto
C(S) = {int(F ) : F es una cara de S}es un complejo de celdas regular, ya que todo politopo P es homeomorfo a Bdim(P ) y sufrontera a Sdim(P )−1. El espacio |C(S)| es el politopo Γ.De�nición 5.2.7. Sea C un complejo de celdas regular. Llamaremos P (C) al ordenparcial de las celdas de C, con el orden de�nido por σi ≤ σj si σi ⊆ σj. Tambiéndenotaremos por P̂ (C) al orden parcial P (C) adjuntándole un elemento mínimo 0̂ y unelemento máximo 1̂.Ejemplo 5.2.8. El diagrama de la Figura 5.2 representa un complejo de celdas regular

C (las regiones sombreadas representan celdas de dimensión dos), y a la derecha su cor-respondiente orden parcial P̂ (C). El espacio subyacente |C| es claramente homeomorfoa B2. La característica de Euler reducida de C es χ̃(C) = (2 − 3 + 2) − 1 = 0.El siguiente es un poderoso teorema ([12], Proposición 3.8.9) que relaciona la topo-logía y la combinatoria de un complejo de celdas regular. No daremos aquí su prueba.Teorema 5.2.9. Sea C un complejo de celdas regular. Supongamos que |C| es unavariedad, con o sin frontera. Llamemos P = P̂ (C). Entonces
µP (x, y) =







χ̃(|C|) si x = 0̂ y y = 1̂

0 si x 6= 0̂, y = 1̂ y la celda x está en la frontera de |C|

(−1)l(x,y) en otro caso.
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C P(C)
^Figura 5.2: Complejo de celdas C y su orden parcial P̂ (C)Ahora sí probaremos el teorema principal.Teorema 5.2.10. Sea f : M → G, donde G es un grupo abeliano. Sea S una subdivisiónde Γ = Γ(M) con k partes. Entonces

∑

∅6=A⊆[k]
ΓA 6=∅

(−1)|A|−1f(MA) =
∑

F∈int(S)

(−1)dim(Γ)−dim(F )f(M(F )), (5.3)donde M(F ) es la matroide tal que F = Γ(M(F )).Demostración. Llamemos
H = {ΓA : ∅ 6= A ⊆ [k] y ΓA 6= ∅} ,y P = P̂ (C(S)). En la sumatoria de la izquierda en la ecuación (5.3) estamos sumando

f(M(F )) sobre todos los elementos F ∈ H, con algunas repeticiones y signos apropiados.Probaremos primero que si F ∈ H entonces el número de veces que sumamos f(M(F ))en esta suma es exactamente −µP (int(F ), 1̂), es decir,
∑

∅6=A⊆[k]
ΓA 6=∅

(−1)|A|−1f(MA) =
∑

F∈H

−µP (int(F ), 1̂) f(M(F )).Claramente el número de veces que sumamos f(M(F )) en la sumatoria es
g(F ) =

∑

A⊆[k]
ΓA=F

(−1)|A|−1 = −
∑

A⊆[k]
ΓA=F

(−1)|A|,así que probaremos por inducción en dim(Γ) − dim(F ) que g(F ) = −µP (int(F ), 1̂). Si
dim(F ) = dim(Γ) entonces F = Γi para algún i ∈ [k], por lo que g(F ) = −(−1)|{i}| =

1. Además, como el intervalo [int(Γi), 1̂
] de P consta de sólo dos elementos entonces
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µP (int(Γi), 1̂) = −1 como queríamos. Supongamos ahora que el resultado es cierto paratoda F ∈ H tal que dim(F ) > m, y tomemos G ∈ H tal que dim(G) = m. Para todo
F ∈ H de�namos

A(F ) = {i ∈ [k] : F ⊆ Γi} .Nótese que ΓA(F ) = F y además ΓA ⊇ F si y sólo si A ⊆ A(F ). Luego
g(G) = −

∑

A⊆[k]
ΓA=G

(−1)|A|

= −
∑

A⊆A(G)
ΓA=G

(−1)|A|

= −







∑

A⊆A(G)

(−1)|A| −
∑

A⊆A(G)
ΓA)G

(−1)|A|







=
∑

A⊆A(G)
ΓA)G

(−1)|A|

= (−1)|∅| +
∑

F∈H
F)G







∑

A⊆[k]
ΓA=F

(−1)|A|







= µP (1̂, 1̂) +
∑

F∈H
F)G

µP (int(F ), 1̂)

=
∑

p∈P
p > int(G)

µP (p, 1̂)

= −µP (int(G), 1̂).Ahora, en vista del Teorema 5.2.9, tenemos que si F ∈ H es una cara de S con-tenida en ∂Γ entonces µP (int(F ), 1̂) = 0, y si F es una cara interna de S entonces
µP (int(F ), 1̂) = (−1)l(int(F ),1̂) = (−1)dim(Γ)−dim(F )+1. Además por el Lema 5.2.3 sabe-mos que todas las caras internas de S están en H, por lo que

∑

F∈H

−µP (int(F ), 1̂) f(M(F )) =
∑

F∈int(S)

(−1)dim(Γ)−dim(F )f(M(F )),con lo que termina la prueba.Corolario 5.2.11. Sea f : M → G, donde G es un grupo abeliano. Entonces f se com-porta bien bajo subdivisiones si y sólo si para toda matroide M ∈ M y toda subdivisión
S de Γ = Γ(M) se tiene que

f(M) =
∑

F∈int(S)

(−1)dim(Γ)−dim(F )f(M(F )). (5.4)



�5.3 455.3. Funciones característicasDe�nición 5.3.1. Sea X ⊆ Rn. Denotaremos por iX : M → Z a la función de�nidapor
iX(M) =







1 si Γ(M) ∩X 6= ∅

0 si no,y la llamaremos la función característica de X.Nuestro interés en las funciones características se debe a su buen comportamientobajo subdivisiones cuando X satisface ciertas condiciones.Teorema 5.3.2. Si X ⊆ Rn es convexo y abierto (en Rn) entonces iX se comporta bienbajo subdivisiones.Demostración. Sea M ∈ M una matroide y S una subdivisión de Γ = Γ(M). Podemossuponer que Γ∩X 6= ∅, ya que si no iX se comporta bien bajo esta subdivisión. Tambiénpodemos asumir que X es acotado, ya que todos los politopos matroidales se encuentrandentro del cubo [0, 1]n.Primero reduciremos la prueba al caso en que X es el interior de un politopo (dedimensión n, ya que X es abierto). Por el teorema de separación de Hahn-Banach ([10],Teorema 3.4), para cada cara F de S tal que F ∩X = ∅ existe un semiespacio abierto
AF que contiene a X y es disyunto de F . Sea

X ′ =
⋂

F∩X=∅

AFla intersección de estos semiespacios. Entonces X ′ ⊇ X y además X ′ ∩F = ∅ para cadacara F que no intersecta a X, por lo que iX′ e iX son iguales en todas las matroidesde esta subdivisión. Si de�nimos X ′′ como la intersección de X ′ con algún cubo abiertoque contenga a Γ, tenemos que X ′′ es el interior de un politopo y además iX′′ e iX soniguales para esta subdivisión.Podemos entonces asumir que X es el interior de un politopo de dimensión n. Nóteseque X ∩ int(Γ) es el interior int(R) de un politopo R ⊆ Γ. Como X es abierto entonces
R y Γ tienen la misma dimensión, luego R ≈ Bdim(Γ) y ∂R ≈ Sdim(Γ)−1. Si F es una carade la subdivisión S y σ es una cara del politopo R, llamemos cF,σ = int(F ) ∩ int(σ).Como cF,σ es el interior de un politopo entonces su clausura es homeomorfa a una bolacerrada y su frontera es homeomorfa a la esfera de dimensión correspondiente (cuando
cF,σ es no vacío). De�namos

C = {cF,σ : cF,σ 6= ∅}

∂C = {cF,σ : cF,σ 6= ∅ y σ 6= R} .



�5.3 46Los elementos de C forman una partición de R, por lo que C es un complejo de celdasregular con espacio subyacente R. Similarmente ∂C es un complejo de celdas regular conespacio subyacente ∂R. Nótese que si F es una cara interna de S, cF,R = int(F )∩int(R) 6=

∅ si y sólo si F ∩X 6= ∅, y en este caso dim(cF,R) = dim(F ).Tenemos entonces que
∑

F∈int(S)

(−1)dim(F )iX(M(F )) =
∑

F∈int(S)
F∩X 6=∅

(−1)dim(F )

=
∑

F∈int(S)
cF,R 6=∅

(−1)dim(cF,R)

=
∑

cF,R 6=∅

(−1)dim(cF,R)

=
∑

c∈C

(−1)dim(c) −
∑

c∈∂C

(−1)dim(c)

= χ(R) − χ(∂R)

= 1 −
(

1 + (−1)dim(Γ)−1
)

= (−1)dim(Γ)

= (−1)dim(Γ)iX(M),así que en vista del Corolario 5.2.11 se tiene lo buscado.Corolario 5.3.3. Si X ⊆ Rn es convexo y cerrado (en Rn) entonces iX se comportabien bajo subdivisiones.Demostración. Podemos suponer que X es acotado, ya que si C es el hipercubo [0, 1]nentonces iX = iX∩C (porque los politopos matroidales están siempre contenidos en C).Ahora, sea S una subdivisión de Γ = Γ(M) con k partes. Para todo A ⊆ [k] tal que
X ∩ ΓA = ∅ se tiene que la distancia d(X,ΓA) es positiva, ya que X es compacto y
ΓA es cerrado. Tomemos un número real positivo ε menor que todas estas distancias. Side�nimos el conjunto convexo y abierto

U = {x ∈ Rn : d(x,X) < ε} ,tenemos entonces que para todo A ⊆ [k] se cumple que X∩ΓA 6= ∅ si y sólo si U∩ΓA 6= ∅.Luego por el Teorema 5.3.2,
∑

A⊆[k]
ΓA 6=∅

(−1)|A|iX(MA) =
∑

A⊆[k]
ΓA 6=∅

(−1)|A|iU (MA) = 0como se buscaba.



�5.4 47Nótese que en particular si P ⊆ Rn es un politopo entonces iP se comporta bienbajo subdivisiones.Las funciones características nos permiten establecer el buen comportamiento demuchas otras funciones, como veremos a continuación.Proposición 5.3.4. Si G es un grupo abeliano y c : M → G es una función constanteentonces c se comporta bien bajo subdivisiones.Demostración. Claramente sólo necesitamos ver que la función constante 1 : M → Z(que asigna 1 a toda matroide) se comporta bien bajo subdivisiones. Para esto, bastanotar que si C es el hipercubo [0, 1]n entonces 1 = iC .Proposición 5.3.5. Si X ⊆ Rn es convexo, y es abierto o cerrado (en Rn); entonces lafunción iX : M → Z de�nida por
iX(M) =







0 si Γ(M) ∩X 6= ∅

1 si no,se comporta bien bajo subdivisiones.Demostración. Nótese que iX = 1− iX , que es una suma de funciones bien comportadasbajo subdivisiones.5.4. RangoEn esta sección probaremos que el rango de cualquier subconjunto A de [n] se comportabien bajo subdivisiones. La mejor forma de expresar ésto es la siguiente.De�nición 5.4.1. Sea H el grupo abeliano libre generado por la parejas (A, s), donde
A ⊆ [n] y s ∈ N. Denotaremos por R : M → H a la función de�nida por

R(M) =
∑

A⊆[n]

(A, rM (A)). (5.5)Nótese que la función R está codi�cando el rango de todos los subconjuntos de [n] ypor lo tanto es inyectiva.Teorema 5.4.2. La función R se comporta bien bajo subdivisiones.Demostración. Debido a la de�nición de H, probar el buen comportamiento de R esequivalente a probar que para todo A ⊆ [n] y s ∈ N, la función fA,s : M → Z de�nida
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fA,s(M) =







1 si rM (A) = s

0 si nose comporta bien bajo subdivisiones. De�namos el politopo
PA,s =

{

x ∈ [0, 1]n :
∑

i∈A

xi ≥ s

}

.Nótese que una matroideM cumple que rM (A) = s si y sólo si existe una base B deM talque |A ∩B| ≥ s y no existe ninguna base B tal que |A ∩B| ≥ s+ 1. Esto es equivalentea que Γ(M)∩PA,s 6= ∅ y además Γ(M)∩PA,s+1 = ∅. Por lo tanto fA,s = iPA,s
− iPA,s+1

,que es suma de funciones bien comportadas.Como corolario, podemos establecer el buen comportamiento de uno de los invari-antes más importantes de una matroide.Corolario 5.4.3. El polinomio de Tutte, y por lo tanto todo invariante de Tutte-Gro-thendieck, se comporta bien bajo subdivisiones.Demostración. Sea S una subdivisión de Γ = Γ(M) con k partes. Nótese que todas lasmatroides MA, con A ⊆ [k] y ΓA 6= ∅, tienen el mismo rango r = r(M). El polinomio deTutte de estas matroides está dado por
T (MA;x, y) =

∑

B⊆[n]

(x− 1)r−rMA
(B)(y − 1)|B|−rMA

(B),que es la composición del homomor�smo hr : H → Z[x, y] dado por
hr(B, s) = (x− 1)r−s(y − 1)|B|−scon la función R (bien comportada bajo subdivisiones).5.5. Actividad sobre las basesVeremos que no sólo el polinomio de Tutte se comporta bien bajo subdivisiones, sinotambién la actividad externa e interna sobre cada base de una matroide.De�nición 5.5.1. Sea G el grupo abeliano libre generado por la triplas (B,E, I), donde

B ⊆ [n], E ⊆ [n] \B e I ⊆ B. Llamaremos F : M → G a la función de�nida por
F (M) =

∑

B∈B(M)

(B,E(B), I(B)), (5.6)donde E(B) y I(B) son los elementos externamente e internamente activos sobre B,respectivamente.



�5.5 49La función F codi�ca la actividad externa e interna sobre cada una de las bases dela matroide M . En particular, nótese que F es inyectiva.Mostraremos que la función F se comporta bien bajo subdivisiones. Antes de dar laprueba daremos un ejemplo que ilustrará el poder de este resultado.Ejemplo 5.5.2. La Tabla 5.1 muestra la actividad externa e interna sobre cada una delas bases de las matroides involucradas en la subdivisión de U3,6 descrita en el Ejemplo4.2.7. Esta información fue calculada usando un programa diseñado por el autor. Parasimpli�car la notación, no se usan corchetes ni comas en la escritura de los conjuntos.En la tabla se observa el buen comportamiento de la función F : en cada �la, cualquierescogencia de (E, I) aparece el mismo número de veces bajo las columnas de MAs con
|A| par que bajo las columnas de MAs con |A| impar.
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M M1 M2 M3 M1,2 M1,3 M2,3 M1,2,3

B E(B) I(B) E(B) I(B) E(B) I(B) E(B) I(B) E(B) I(B) E(B) I(B) E(B) I(B) E(B) I(B)123 ∅ 123 ∅ 123124 ∅ 12 ∅ 12125 ∅ 12 ∅ 12 ∅ 125 ∅ 125126 ∅ 12 5 12 ∅ 12 5 12134 ∅ 1 ∅ 1 ∅ 134 ∅ 134135 ∅ 1 ∅ 1 ∅ 13 ∅ 15 ∅ 13 ∅ 15 ∅ 135 ∅ 135136 ∅ 1 5 1 ∅ 13 ∅ 1 5 13 5 1 ∅ 13 5 13145 ∅ 1 3 1 ∅ 1 3 15 3 1 3 15 3 15 3 15146 ∅ 1 35 1 ∅ 1 3 1 35 1 35 1 3 1 35 1156 ∅ 1 ∅ 1234 1 ∅ 1 ∅ 1 34 1 34235 1 ∅ 1 ∅ 1 3 1 5 1 3 1 5 1 35 1 35236 1 ∅ 15 ∅ 1 3 1 ∅ 15 3 15 ∅ 1 3 15 3245 1 ∅ 13 ∅ 1 ∅ 13 5 13 ∅ 13 5 13 5 13 5246 1 ∅ 135 ∅ 1 ∅ 13 ∅ 135 ∅ 135 ∅ 13 ∅ 135 ∅256 1 ∅ 1 ∅345 12 ∅ 12 ∅346 12 ∅ 12 ∅356 12 ∅ 12 3 12 ∅ 12 3456 123 ∅ 123 ∅ 123 ∅ 123 ∅Tabla 5.1: Actividad externa e interna en la subdivisión de U3,6



�5.5 51Ahora sí probaremos el buen comportamiento de la función F . Para mayor claridadsepararemos la prueba en varios lemas.Lema 5.5.3. Sean B ⊆ [n], E ⊆ [n] \B e I ⊆ B. Sean
S(B,E, I) = {A ⊆ [n] : vA − vB = ea − eb con a ∈ E y a > b, o con b ∈ I y a < b}y

P (B,E, I) = conv

{
vA + vB

2
: A ∈ S(B,E, I)

}

.Entonces para toda matroide M ∈ M, Γ(M) ∩ P (B,E, I) = ∅ si y sólo si B no es unabase de M , o B es una base de M con E ⊆ E(B) e I ⊆ I(B).Para ilustrar un poco, consideremos el caso n = 4, B = {1, 3}, E = {2} e I =

{3}. Entonces S(B,E, I) = {{1, 2} , {2, 3}}. En la Figura 5.3 se muestra el politopo
P = P (B,E, I) dentro del politopo cuyos vértices son los vectores característicos delos subconjuntos de [4] con dos elementos. El politopo de la matroide M1 con bases
B1 = {{1, 2} , {1, 4} , {2, 3} , {2, 4}} no intersecta a P , debido a que B no es base de
M1. El politopo de la matroide M2 con bases B2 = {{1, 3} , {1, 4} , {3, 4}} tampocointersecta a P , ya que B es una base de M2 pero 2 es externamente activo sobre B y
3 es internamente activo sobre B. Por último, el politopo de la matroide M3 con bases
B3 = {{1, 3} , {2, 3} , {3, 4}} sí intersecta a P , gracias a que B es una base de M3 y 2 noes externamente activo sobre B.

1100

0011

10010101

10100110

P

Figura 5.3: Politopo P = P (B,E, I) dentro de Γ(U2,4)Demostración. Nótese que si B es una base de M y a /∈ B entonces
{b ∈ B : B \ b ∪ a ∈ B(M)} = {b ∈ B : ea − eb es una arista de Γ(M) adyacente a vB} .



�5.5 52Por lo tanto a es externamente activo sobre B si y sólo si no existen aristas en Γ(M)adyacentes a vB de la forma ea − eb con a > b. De la misma forma, b es internamenteactivo sobre B si y sólo si no existen aristas en Γ(M) adyacentes a vB de la forma ea−ebcon a < b. Luego, como los vértices de P (B,E, I) son puntos medios de estas aristas, si
Γ(M) ∩ P (B,E, I) = ∅ y B es una base M entonces E ⊆ E(B) e I ⊆ I(B).Para la otra implicación supongamos que Γ(M) ∩ P (B,E, I) 6= ∅. Nótese primeroque como P (B,E, I) está en el hiperplano x1 + x2 + · · · + xn = |B| y Γ(M) está en elhiperplano x1 + x2 + · · · + xn = r(M) entonces |B| = r(M). Además B debe ser unabase deM , ya que si no los vértices v de P (B,E, I) cumplirían que vB ·v = r(M)−1/2,mientras que los vértices w de Γ(M) cumplirían vB · w ≤ r(M) − 1.Ahora, sea q ∈ Γ(M)∩P (B,E, I). Como q ∈ Γ(M) tenemos que q está en el cono convértice en vB generado por las aristas de Γ(M) adyacentes a vB . Es decir, si llamamos
A1, A2, . . . , Am a las bases adyacentes a B,

q = vB +
m∑

i=1

λi(vAi − vB),donde los λi son todos positivos. Si denotamos eci − edi
= vAi − vB entonces

q = vB +

m∑

i=1

λi(eci − edi
).Por otro lado, como q ∈ P (B,E, I) entonces

q =
∑

A∈B(B,E,I)

γA
vA + vB

2
,donde los γA son positivos y suman 1. Igualando estas expresiones tenemos que

q = vB +

m∑

i=1

λi(eci − edi
) =

∑

A∈B(B,E,I)

γA
vA + vB

2y por lo tanto
r = q − vB =

m∑

i=1

λi(eci − edi
) =

∑

A∈B(B,E,I)

γA
vA − vB

2
.Si A ∈ S(B,E, I) llamemos eaA

− ebA
= vA − vB . Reescribiendo,

r =

m∑

i=1

λi(eci − edi
) =

∑

A∈B(B,E,I)

γA
eaA

− ebA

2
. (5.7)Nótese que en la ecuación (5.7) los di y los bA son elementos de B mientras que los

ci y los aA no, por lo que en las sumatorias no se cancelan términos. Digamos que
r = (r1, r2, . . . , rn), y sea k el mayor entero tal que rk es diferente de cero.



�5.5 53Supongamos que k /∈ B. Por la expresión de la derecha en la ecuación (5.7), teniendoen cuenta la de�nición de S(B,E, I) tenemos que k ∈ E, y por la expresión de laizquierda sabemos que existe un i tal que ci = k. Pero entonces eci − edi
es una arista de

Γ(M) adyacente a vB (y di < ci por la escogencia de k), por lo que k no es externamenteactivo sobre B. En el caso en que k ∈ B, de manera similar se tiene que k ∈ I y queexiste j tal que dj = k. Entonces eci − edi
es una arista de Γ(M) adyacente a vB , por loque k no es internamente activo sobre B. En ambos casos concluimos que B * E(B) o

I * I(B), con lo que termina la prueba.Lema 5.5.4. Sea B un subconjunto de [n], y sean E ⊆ [n] \ B e I ⊆ B. La función
GB,E,I : M → Z de�nida por

GB,E,I(M) =







1 si B es una base de M,E = E(B) e I = I(B)

0 en otro caso.se comporta bien bajo subdivisiones.Demostración. Para simpli�car la notación, escribiremos iB en vez de i{vB}. Probaremosque la función GB,E,I es igual a la función
G′

B,E,I(M) = (−1)|E|+|I| ·
∑

E⊆X⊆[n]
I⊆Y ⊆[n]

(−1)|X|+|Y |
(
iP (B,X,Y )(M) − iB(M)

)
, (5.8)que claramente es bien comportada bajo subdivisiones por ser suma de funciones biencomportadas.Sea M ∈ M. Si B no es una base de M entonces iB(M) = 1, y por el Lema 5.5.3también iP (B,X,Y )(M) = 1 para todo X y Y . Entonces G′

B,E,I(M) = 0 = GB,E,I(M)como queremos. Si B es una base de M entonces iB(M) = 0, y por el Lema 5.5.3 laecuación (5.8) se vuelve
G′

B,E,I(M) = (−1)|E|+|I| ·
∑

E⊆X⊆E(B)
I⊆Y ⊆I(B)

(−1)|X|+|Y |

= (−1)|E|+|I| ·
∑

E⊆X⊆E(B)

(−1)|X| ·
∑

I⊆Y ⊆I(B)

(−1)|Y |

=







1 si E = E(B) e I = I(B)

0 en otro caso,como buscamos.Teorema 5.5.5. La función F se comporta bien bajo subdivisiones.



�5.5 54Demostración. El coe�ciente de (B,E, I) en la de�nición (5.6) está dado precisamentepor la función GB,E,I(M), por lo que por el Lema 5.5.4 se tiene el resultado buscado.Ahora podemos dar una prueba distinta para el buen comportamiento del polinomiode Tutte.Corolario 5.5.6. El polinomio de Tutte, y por lo tanto todo invariante de Tutte-Gro-thendieck, se comporta bien bajo subdivisiones.Demostración. Por el Teorema 2.4.8 sabemos que
T (M ;x, y) =

∑

B∈B(M)

xi(B) ye(B),que es la composición del homomor�smo h : G → Z[x, y] dado por h(B,E, I) = x|I| y|E|con la función F .



Capítulo 6
Algunas aplicaciones de la lógica
En este capítulo daremos algunas aplicaciones de la lógica a la representabilidad dematroides y a la solubilidad de sistemas de polinomios con coe�cientes enteros. Estosdos problemas están bastante relacionados, como mostró por primera vez Vámos en [13].En la primera parte describiremos la notación y el lenguaje que usaremos a lo largode todo el capítulo. También introduciremos algunas teorías de la lógica de primer ordencon las que trabajaremos.En la segunda sección estudiaremos la relación entre las distintas características delos campos sobre los que es representable una matroide. La implicación iii) ⇒ i) delTeorema 6.2.5 fue probada por primera vez por Rado [9], mientras que la implicación
ii) ⇒ iii) fue probada por primera vez por Vámos [13], ambas pruebas mediante métodosalgebraicos. Usando argumentos muy similares a los de este capítulo, Wagsta� probó [14]que ii) ⇒ iii).En la tercera parte generalizaremos de manera muy natural los resultados del se-gundo capítulo a la solubilidad de sistemas de polinomios con coe�cientes enteros. ElTeorema 6.3.1 fue probado primero por Baines y Vámos [3] mediante métodos construc-tivos basados en la teoría de bases de Gröbner, aunque también presentaron una pruebacompletamente algebraica.6.1. NotaciónDurante todo este capítulo trabajaremos con la lógica de primer orden sobre el lenguajede campos L = {+, ·, 0, 1}. Denotaremos por TC a la teoría consistente de todos losaxiomas de campos (sentencias de primer orden), y por TCAC a la teoría TC junto con
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∀a0 . . .∀an−1∃x xn +

n−1∑

i=0

aix
i = 0para cada entero positivo n. Claramente TCAC es una teoría que axiomatiza los camposalgebraicamente cerrados. Si n ∈ N llamaremos φn a la sentencia

1 + 1 + · · · + 1
︸ ︷︷ ︸

n veces = 0.La teoría TC0 de los campos de característica 0 será simplemente
TC0 = TC ∪ {¬φ1,¬φ2,¬φ3, . . . } .Tomaremos la teoría TCACp de los campos algebraicamente cerrados de caracterís-tica p como TCACp = TCAC ∪ {φp}, y llamaremos también TCAC0 = TCAC ∪

{¬φ1,¬φ2,¬φ3, . . . } (la teoría de los campos algebraicamente cerrados de característicacero). Es conocido el hecho que si n es un número primo o n es 0 entonces TCACnes una teoría completa, es decir, para cada sentencia φ se tiene que TCACn ` φ o
TCACn ` ¬φ.6.2. Representabilidad de matroidesDe�nición 6.2.1. Diremos que una matroide M es representable sobre el campo K siexiste una matriz A con entradas en K tal que M ∼= M(A) (véase el Ejemplo 2.1.2). Eneste caso diremos que A es una representación de M sobre K. Nótese que si M es unamatroide con n elementos y de rango r, representable sobre K; mediante un cambio decoordenadas podemos asumir que existe una matriz A de tamaño r× n con entradas en
K tal que M ∼= M(A).Ejemplo 6.2.2. En la Figura 6.1 se muestran dos esquemas que describen a las ma-troides F7 y F−

7 . La matroide F7, también llamada matroide de Fano, es la matroidesobre [7] cuyas bases son todos los subconjuntos de [7] de tamaño tres tal que sus ele-mentos no están sobre una misma línea en el dibujo de la izquierda de la Figura 6.1 (porejemplo {1, 4, 7} y {4, 5, 6} no son bases de F7). De la misma manera, la matroide F−
7(o matroide no-Fano) es la matroide sobre [7] cuyas bases son todos los subconjuntos de

[7] de tamaño tres tal que sus elementos no están en una misma línea en el dibujo de laderecha de la Figura 6.1.El hecho de que F7 y F−
7 sean matroides se sigue de que tomando
A =






1 0 0 0 1 1 1

0 1 0 1 0 1 1

0 0 1 1 1 0 1




 ,
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Figura 6.1: Matroides F7 y F−
7si consideramos A con entradas en el campo de dos elementos F2 entonces F7

∼= M(A), ysi consideramos A con entradas en el campo de tres elementos F3 entonces F−
7

∼= M(A).De hecho, no es difícil ver que la matroide F7 es representable sólo sobre los campos decaracterística 2, mientras que la matroide F−
7 es representable sólo sobre los campos decaracterística distinta de 2.La conexión entre la lógica y la representabilidad de matroides es la siguiente.Tomemos M una matroide. Nótese que existe una sentencia de primer orden ψM talque para cada campo F , F |= ψM si y sólo si M es representable sobre F (ψM puedeser una lista de todas las bases y circuitos de M). Por ejemplo, para la matroide U2,3esta sentencia sería

∃ a1, a2, b1, b2, c1, c2 tal que (a1

a2

)

,

(

b1

b2

) y (c1
c2

) son linealmente dependientes,
(

a1

a2

) y (b1
b2

) son linealmente independientes,
(

a1

a2

) y (c1
c2

) son linealmente independientesy (b1
b2

) y (c1
c2

) son linealmente independientes(ser linealmente independientes se puede expresar fácilmente en una fórmula de primerorden).Para algunas de las pruebas posteriores necesitaremos el siguiente lema.Lema 6.2.3. Sea F ≤ K una extensión de campos, y sea A una matriz de m × n conentradas en F (por lo tanto A también puede ser vista como una matriz con entradasen K). Entonces la matroide M(A) es la misma cuando las columnas de A son vistas



�6.2 58como elementos del espacio vectorial Fm sobre el campo F , que cuando son vistas comoelementos del espacio vectorial Km sobre el campo K.Demostración. Nótese que las columnas vi1 , vi2 , . . . , vik de A son linealmente independi-entes si y sólo si la matriz reducida por renglones equivalente a la matriz con columnas
vi1 , vi2 , . . . , vik tiene k pivotes. Como la reducción por renglones puede ser realizadausando sólo coe�cientes en F , se tiene el resultado.Corolario 6.2.4. Sea M una matroide, y sea F ≤ K una extensión de campos. Si Mes representable sobre F entonces M es representable sobre K.El siguiente teorema relaciona las distintas características de los campos sobre losque es representable una matroide.Teorema 6.2.5. Sea M una matroide. Entonces las siguientes son equivalentes:i) M es representable sobre un campo de característica p para primos p su�ciente-mente grandes.ii) M es representable sobre un campo de característica p para primos p arbitraria-mente grandes.iii) M es representable sobre un campo de característica cero.Demostración. i) ⇒ ii). Claro.

ii) ⇒ iii). Supongamos por contradicción que M no es representable sobre ningúncampo de característica 0, es decir, TC0 � ¬ψM . Entonces por el teorema de completitudde Gödel tenemos que TC0 ` ¬ψM . Como las deducciones son �nitas, esta deducciónde ¬ψM usa únicamente �nitos de los axiomas de TC0. Por lo tanto, existe un N ∈

N tal que TC ∪ {¬φ1,¬φ2,¬φ3, . . . ,¬φN} ` ¬ψM . Pero por validez entonces TC ∪

{¬φ1,¬φ2,¬φ3, . . . ,¬φN} � ¬ψM , es decir, M no es representable sobre ningún campode característica mayor que N .
iii) ⇒ i). Supongamos que M es representable sobre un campo K de caracterís-tica cero. Por el Corolario 6.2.4, M es representable sobre su clausura algebraica K,es decir, K � ψM . Como K 2 ¬ψM entonces TCAC0 0 ¬ψM , y ya que TCAC0es una teoría completa tenemos que TCAC0 ` ψM . Al igual que antes, existe un

N ∈ N tal que TCAC ∪ {¬φ1,¬φ2,¬φ3, . . . ,¬φN} ` ψM . Esto es equivalente a que
TCAC ∪ {¬φ1,¬φ2,¬φ3, . . . ,¬φN} � ψM , luego M es representable en todos los cam-pos algebraicamente cerrados de característica mayor que N .De manera similar tenemos el siguiente resultado.



�6.3 59Teorema 6.2.6. Sea M una matroide representable sobre Q. Entonces M es repre-sentable sobre todos los campos de característica p para p su�cientemente grande.Demostración. Por el Corolario 6.2.3, M es representable sobre todos los campos decaracterística cero, es decir, TC0 � ψM . Tenemos entonces que TC0 ` ψM , y por lotanto existe un N ∈ N tal que TC ∪ {¬φ1,¬φ2,¬φ3, . . . ,¬φN} ` ψM . Esto implica quepara cualquier primo p mayor que N , la matroide M es representable sobre todos loscampos de característica p.Otro interesante teorema es el siguiente.Teorema 6.2.7. Sea M una matroide, y sea n un número primo o cero. Llamemos
Fn al campo primo de característica n. Entonces M es representable sobre un campo decaracterística n si y sólo si M es representable sobre Fn [α] para algún α algebraico sobre
Fn.Demostración. Supongamos queM es representable sobre un campo K de característica
n. De nuevo por el Corolario 6.2.4, M es representable sobre su clausura algebraica Ky por lo tanto TCACn ` ψM . Entonces TCACn � ψM , es decir, M es representablesobre todos los campos algebraicamente cerrados de característica n. En particular Mes representable sobre Fn, digamos por una matriz A. Sea F el campo obtenido a partirde Fn mediante la adjunción de todas las entradas de A. Por el Lema 6.2.4, A es tambiénuna representación de M sobre F , luego M es representable sobre F . Ahora, como Fn es�nito o tiene característica cero (y es por lo tanto perfecto) y además F es una extensión�nita (y separable) de Fn, por el teorema del elemento primitivo tenemos que F es unaextensión algebraica simple de Fn, es decir, F = Fn [α] para algún α algebraico sobre
Fn.6.3. Sistemas de polinomiosVeamos cómo la representabilidad sobre un campo F de una matroide es equivalente ala solubilidad sobre F de un sistema de polinomios con coe�cientes en Z. Supongamosque la matroideM tiene a [n] como conjunto base, y tiene rango r. Tomemos una matriz
X de tamaño r × n cuyas entradas sean todas variables indeterminadas distintas. Paracada A ⊆ [n] llamemos XA a la matriz de tamaño r × |A| que tiene como columnas alas columnas de X indexadas por A. De�namos el sistema P = PM de polinomios concoe�cientes enteros de la siguiente manera.Para cada circuito C de M y para cada submatriz cuadrada X ′ de XC de tamaño

|C| × |C|, agreguemos el polinomio det(X ′) al sistema P .



�6.3 60Para cada base B de M , agreguemos el polinomio w · det(XB) − 1 al sistema P ,donde w es una nueva indeterminada.De esta forma, la matroide M es representable sobre F si y sólo si el sistema PM tienesolución en F (interpretando sus coe�cientes como elementos de F ), ya que la primeracondición asegura que columnas correspondientes a circuitos de M sean linealmentedependientes, mientras que la segunda asegura que columnas correspondientes a basesde M sean linealmente independientes.Ahora veremos cómo generalizar los resultados de la sección anterior a la solubilidadde sistemas de polinomios con coe�cientes en Z. Por el teorema de la base de Hilbert,todo sistema de polinomios es equivalente a un sistema �nito de polinomios. Ahora,claramente para todo sistema (�nito) P de polinomios con coe�cientes enteros existeuna fórmula ψP de primer orden tal que para todo campo F , F � ψP si y sólo si elsistema P tiene solución en F . Esto nos permite generalizar los resultados de la secciónanterior a solubilidad de sistemas de polinomios. No daremos las pruebas ya que sonexactamente iguales a las de la sección anterior.Teorema 6.3.1. Sea P un sistema de polinomios con coe�cientes en Z. Entonces lassiguientes son equivalentes:i) P tiene solución sobre un campo de característica p para primos p su�cientementegrandes.ii) P tiene solución sobre un campo de característica p para primos p arbitrariamentegrandes.iii) P tiene solución sobre un campo de característica cero.Teorema 6.3.2. Sea P un sistema de polinomios con coe�cientes en Z. Si P tienesolución sobre Q entonces P tiene solución sobre todos los campos de característica ppara p su�cientemente grande.Teorema 6.3.3. Sea P un sistema de polinomios con coe�cientes en Z, y sea n unnúmero primo o cero. Entonces P tiene solución sobre un campo de característica n siy sólo si P tiene solución sobre Fn [α] para algún α algebraico sobre Fn.Estos últimos dos resultados pueden ser probados sencillamente de una manera al-gebraica. Sin embargo, es interesante ver cómo pueden obtenerse mediante aplicacionesbastante simples de la lógica.



Bibliografía
[1] F. Ardila, A. Fink, F. Rincón, Valuations for matroid polytope subdivisions, ar-Xiv:0710.4424, 24 Octubre, 2007.[2] F. Ardila, Matroid Theory (notas de clase), San Francisco State University y Uni-versidad de los Andes, 2007.[3] R. Baines, P. Vámos, An Algorithm to Compute the Set of Characteristics of a Sys-tem of Polynomial Equations over the Integers, Journal of Symbolic Computation35, 269-279, 2003.[4] L. Billera, N. Jia y V. Reiner, A Quasisymmetric Function for Matroids, ar-Xiv:math.CO/0606646, 26 Junio, 2006.[5] I.M. Gelfand, R.M. Goresky, R.D. MacPherson, V.V. Serganova, Combinatorialgeometries, convex polyhedra, and Schubert cells, Adv. Math. 63 (1987) 301-316.[6] L. La�orgue, Pavages des simplexes, schémas de graphes recollés et compacti�cationdes PGLn+1

r /PGLr. Invent. Math. 136 (1999), no. 1, 233-271.[7] L. La�orgue, Chirurgie des grassmanniennes. CRM Monograph Series 19, AmericanMathematical Society, Providence, RI, 2003.[8] J. Oxley, Matroid Theory, Oxford University Press, New York, 1992.[9] R. Rado, Note on independence functions. Proc. London Math. Soc. (3) 7, 300-320,1957.[10] W. Rudin, Functional Analysis. McGraw-Hill, New York, 1973.[11] D. Speyer, Tropical Linear Spaces, arXiv:math.CO/0410455, 21 Octubre, 2004.[12] R. Stanley, Enumerative Combinatorics, vol. 1, Cambridge University Press, Cam-bridge, 1996.



�6.3 62[13] P. Vámos, A Necessary and Su�cient Condition for a Matroid to be Linear. In:Möbius Algebras (Proc. Conf., Univ. Waterloo, Waterloo, ON, 1971), University ofWaterloo, Waterloo, ON, pp. 162-169, 1971.[14] S. Wagsta�, Jr., In�nite Matroids. Trans. of the Amer. Math. Soc., vol. 175, Jan.1973.[15] G. Ziegler, Lectures on Polytopes, Graduate Texts in Mathematics 152, Springer-Verlag, New York, 1995.


