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Definicion

ol Sea 901 una Z-estructura para un lenguaje de Iégica de primer
orden .. Decimos que 9t es \-categdrica ssi || = A y todas
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campos
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generados Definicidon

Thomas

Scanlon Sea M una Z-estructura para un lenguaje de l6gica de primer
Categoricidad orden .. Decimos que 9t es \-categdrica ssi || = A y todas
relativa las Z-estructuras de tamafio A con la misma teoria son
isomorfas a M.

Teorema

Si K es un campo A-categdrico en el lenguaje de anillos,
entonces K es algebraicamente cerrado o finito.
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J si N es isomorfa a todas las estructuras en £ con la
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Thomas Sea % una clase de Z-estructuras. 9 € % es categdrica en
Scanlon . .
J si N es isomorfa a todas las estructuras en £ con la
Categoricidad misma teoria de .

relativa

Definicidon

m Si ¥ es la clase de .Z-estructuras de cadinalidad A,
I € # es categdrica en £ si y solamente si 901 es
A-categorica.

m Si % es la clase de todas Z-estructuras, MM € # es

categoria en % si y solamente si 901 es finita.
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finitamente El campo K es finitamente generado si hay un conjunto finito
generados o 0

S C K para cual si L C K es un subcampo de K que contiene

Thomas

St a S, entonces L = K.

Campos
finitamente
generados

Thomas Scanlon University of California, Berkeley

Categoricidad relativa para campos finitamente generados



Categoricidad
relativa para
campos
finitamente
generados

Thomas
Scanlon

Campos
finitamente
generados

Thomas Scanlon

Introduccidon a campos finitamente generados

Definicion

El campo K es finitamente generado si hay un conjunto finito
S C K para cual si L C K es un subcampo de K que contiene
a S, entonces L = K.

m Los campos primos, Q y IFp, son finitamente generados
con S =0.
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campos

finitamente El campo K es finitamente generado si hay un conjunto finito
generados o 0
S C K para cual si L C K es un subcampo de K que contiene
Thomas
St a S, entonces L = K.

m Los campos primos, Q y IFp, son finitamente generados
Campos con S =0.

finitamente ) ..

generados m Si K es un campo finitamente generado y L es una
extension finita de K, entonces L es también finitamente
generado. Asi, todos los campos nimericos son

finitamente generados.
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Introduccidon a campos finitamente generados

Definicién

El campo K es finitamente generado si hay un conjunto finito
S C K para cual si L C K es un subcampo de K que contiene
a S, entonces L = K.

m Los campos primos, Q y IFp, son finitamente generados
con S =0.

m Si K es un campo finitamente generado y L es una
extension finita de K, entonces L es también finitamente
generado. Asi, todos los campos nimericos son
finitamente generados.

m Mas generalamente, si K es finitamente generado, el

campo K(x) de funciones racionales sobre K es

finitamente generado.
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Si K es un campo finitamente generado y k C K es un
subcampo, entonces K es isomorfo a k(V), el campo de
Campos funciones sobre una variedad V sobre k.

finitamente
generados
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Campos de funciones
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Thomas

Scanlon Si K es un campo finitamente generado y kK C K es un
subcampo, entonces K es isomorfo a k(V'), el campo de
funciones sobre una variedad V sobre k.

Campos
finitamente

generados Se puede entender el estudio de campos finitamente generados
como geometria birracional.
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Pregunta (Pop “Conjetura v")
Campos Sean K y L dos campos finitamente generados con la misma
finitamente teoria en el lenguaje de anillos. jSon ellos isomorfos?
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Pregunta (Pop “Conjetura v")

Thomas

Scanion Sean K y L dos campos finitamente generados con la misma
teoria en el lenguaje de anillos. ;Son ellos isomorfos?

Campos
finitamente
generados

Pregunta (Poonen “Conjetura ")

¢ Si K es un campo finitamente generado, hay una sentencia del
lenguaje de anillos ¢ que es verdad en K pero falsa en todos
los otros campos finitamente generados?
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Pregunta de Pop

Pregunta (Pop “Conjetura v")

Sean K y L dos campos finitamente generados con la misma
teoria en el lenguaje de anillos. ;jSon ellos isomorfos?

A\

Pregunta (Poonen “Conjetura (")

¢Si K es un campo finitamente generado, hay una sentencia del
lenguaje de anillos ¢ que es verdad en K pero falsa en todos
los otros campos finitamente generados?

Pregunta (Poonen “Conjetura o)

;Son todas las clases “razonables” de campos finitamente
generados definibles?
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Campos
finitamente
generados

Observaciones faciles

Sean Ly K dos campos finitamente generados con la misma
teorfa. Sea [ C L el campo de constantes (o el mdximo campo
finito o campo niimerico en L) de Ly € C K el campo de
constantes de K.
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S Sean Ly K dos campos finitamente generados con la misma
b teoria. Sea [ C L el campo de constantes (o el maximo campo
finito o campo niimerico en L) de Ly € C K el campo de
constantes de K.

Campos
finitamente

gonerados m Ly K tienen la mismo caracteristica. Asi, ellos tienen el
mismo campo primo F.
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S Sean Ly K dos campos finitamente generados con la misma
b teoria. Sea [ C L el campo de constantes (o el maximo campo
finito o campo niimerico en L) de Ly € C K el campo de
constantes de K.

Campos
finitamente

gonerados m Ly K tienen la mismo caracteristica. Asi, ellos tienen el
mismo campo primo F.
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Observaciones faciles
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generados Sean L y K dos campos finitamente generados con la misma
Thomas teoria. Sea [ C L el campo de constantes (o el méximo campo
Seanion finito o campo nimerico en L) de Ly ¢ C K el campo de
constantes de K.

Campos m Ly K tienen la mismo caracteristica. Asi, ellos tienen el

finitamente

generados mismo campo primo F.

m [y € son isomorfos, porque si [ = Fla] = F[X]/(P(X))
para un polinomio P(X) € F[X], K = (3x)P(x) = 0. Se

sigue que € — [y [ < € por la misma razén.
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finitamente

generados Sean L y K dos campos finitamente generados con la misma

Thomas teoria. Sean ¢ C K el campo de constantes de L y de K. Si
L=¢(V) y K =¥¢(W), entonces hay funciones racionales
V--WyW-—-V.

Campos
finitamente
generados
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el Sean L y K dos campos finitamente generados con la misma
S teoria. Sean £ C K el campo de constantes de L y de K. Si
Scanlon L=2¢(V) y K =%¥W), entonces hay funciones racionales
VoWyW-—V.

Campos Demostacion:

finitamente
generados
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campos

el Sean L y K dos campos finitamente generados con la misma
S teoria. Sean £ C K el campo de constantes de L y de K. Si
Scanlon L=2¢(V) y K =%¥W), entonces hay funciones racionales
VoWyW-—V.

Campos Demostacion:

finitamente
senereds m Escribe L como €(x1,...,xn)[Y]/(P(x1,...,xn, Y) donde
P es un polinomio sobre ¢.
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campos

el Sean L y K dos campos finitamente generados con la misma
S teoria. Sean £ C K el campo de constantes de L y de K. Si
Scanlon L=2¢(V) y K =%¥W), entonces hay funciones racionales

VoWyW-—V.

Campos Demostacion:
finitamente
generados .
m Escribe L como €(x1,...,xn)[Y]/(P(x1,...,xn, Y) donde
P es un polinomio sobre ¢.

| KEL:>K):(EIXlau-;Xnay)P(X:l’""X”’-y):O
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relativa para Proposicién

campos

el Sean L y K dos campos finitamente generados con la misma
S teoria. Sean £ C K el campo de constantes de L y de K. Si
Scanlon L=2¢(V) y K =%¥W), entonces hay funciones racionales

VoWyW-—V.

Campos Demostacién:

senereds m Escribe L como €(x1,...,xn)[Y]/(P(x1,...,xn, Y) donde
P es un polinomio sobre ¢.

B K=L=KE@3x,...,xn,y)P(x1,...,xn,y) =0

m Sifi,..., 7, g son elementos de K = ¢(W) con

P(fi,...,f,,g8) =0, entonces (fi,...,f,8): W — V es
una funcién racional de W a V.
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Teorema (Pop, Poonen)

SiK=¢%¢V)yL=%8&W) son campos finitamente generados

Campos

fompos con la misma teoria, entonces hay una funcién racional
ESHERCS genericamente finita V. — W.
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Un teorema refinado
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relativa para [l Teorema (Pop, Poonen)

campos

el S/ K =E(V) y L =¥€W) son campos finitamente generados
generados

T homa con la misma teoria, entonces hay una funcion racional
Scanies genericamente finita V. — W.

La clave a este teorema es la definabilidad de independencia
Campos algebraica.

finitamente
generados

Teorema (Poonen)

Para cada nimero natural n € N hay una férmula
©n(x1,...,xn) en el lenguaje de anillos tal que para todo
campo finitamente generado K y todos los elementos
ai,...,an € K, K = pn(a1,...,an) & ai,...,an son
algebraicamente independentes.
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generados m El campo de constantes es uniformemente definible en la
nomas clase de campos finitamente generados usando la férmula
—|801_

Campos
finitamente
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Usar la formula de Poonen
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generados m El campo de constantes es uniformemente definible en la
~homas clase de campos finitamente generados usando la férmula

Scanlon

—|801_
m Si K es un campo finitamente generado con campo primo
s FCKyai,...,ap € K son elementos de K, entonces la
finitamente ! .
generados clausura algebraica relativo de F(ay,...,an),

{a e K| [F(a1,...,an a): F(a1,...,an)] < oo}, es
definible usando la féormula
V/g{l,...,n} [ﬁ<P|/|+1(063 (ai)ier) A <P|/|((3i)iel)]
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Teorema (Rumely)

Hay una férmula 9(x) en el lenguaje de anillos tal que si K es
finitamente un campo ndmerico, K = ¥(a) & a € Ok.

generados

Campos
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Teorema (Rumely)

Thomas
Scanlon

Hay una férmula ¥(x) en el lenguaje de anillos tal que si K es
un campo ndmerico, K = ¥(a) < a € Ok.

Campos
finitamente
generados

Teorema (J. Robinson)

Sea K un campo niimerico con Ok C K su anillo de enteros. El
anillo Z. de enteros racionales es definible en Oy en el lenguaje
de anillos.
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Definir los enteros

Categoricidad
relativa para
campos
finitamente

generados Hay una férmula 9(x) en el lenguaje de anillos tal que si K es
Thomas un campo nidmerico, K = ¥(a) & a € Ok.

Scanlon

Teorema (Rumely)

Teorema (J. Robinson)

Campos Sea K un campo nidmerico con Ok C K su anillo de enteros. El

finitamente

generados anillo Z de enteros racionales es definible en Ok en el lenguaje
de anillos.

Corolario

Si K es un campo finitamente generado de caracteristica cero,
entonces Z C K es definible en el lenguaje de anillos.
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Teorema (Lagrange)

c El semianillo de niimeros naturales N es definible en 7 para la
ampos L
finitamente férmula (3x1,x2, X3, Xa)y = X2 + x5 + x5 + xZ.

generados
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Teorema (Lagrange)

El semianillo de nimeros naturales N es definible en 7 para la
férmula (3x1,x2, X3, Xa)y = X2 + x5 + x5 + xZ.

Campos
finitamente
generados

Teorema (Godel)

Hay una codificacion de secuencias en N.
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relativa para

Teorema (Lagrange)

campos
finitamente

generados El semianillo de nimeros naturales N es definible en 7 para la
Thomas férmula (3x1, x2, X3, X4)y = X2 + x5 + x32 +x2.

Scanlon

Teorema (Godel)

Campos Hay una codificacion de secuencias en N.

finitamente
generados

Corolario

Para cada niimero natural n € N hay un conjunto R C Z
definible (en el lenguaje de anillos) y funciones definibles
@ RXxR—-Ry®:RxR— R para cual (R,®,®) es
isomorfo a (Z[x1, . .., %n], +, X).
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finitamente
generados

Thomas Scanlon

Interpretrar un campo finitamente generado en 7Z

Corolario

Para cada niimero natural n € N hay un conjunto R C Z
definible (en el lenguaje de anillos) y funciones definibles
@ RXxR—-Ry®:RxR— R para cual (R,®,®) es
isomorfo a (Z[x1, . .., %n], +, X).

Corolario

Todos los campos finitamente generados son (uniformamente)
interpretables en 7. Es decir, si K es un campo finitamente
generado, entonces hay un conjunto definible K C Z y
funciones definibles & : K2 — K YR K2 — K para cual
(K,+, %) y (K,®,®) son isomorfos.

University of California, Berkeley
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Scanlon Pregu nta

Si K es un campo de caracteristica cero y (iN(, @, ®) es un

[ campo isomorfo a Ky definible en Z, entonces (K, ®, ®) es
D definible en K. j Es un isomorfismo entre K y K definible (con
parametros) en K? (Es decir, jes K bi-interpretable con Z.7)
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Campos
finitamente
generados

Thomas Scanlon

Pregunta

Si K es un campo de caracteristica cero y (R , D, ®) es un
campo isomorfo a Ky definible en 7Z, entonces (K, ®,®) es

definible en K. ;jEs un isomorfismo entre K y K definible (con
parametros) en K ? (Es decir, jes K bi-interpretable con 7.7)

s

Si la respueta es “Si,” entonces la teoria de K es aislada en la
clase de teorias de campos finitamente generados.

University of California, Berkeley
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e Queremos probar para induccién en el grado de trascendencia
que cada campo finitamente generado (de caracteristica cero)

Campos .. .
finitamente K es bi-interpretible con Z.

generados
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e Queremos probar para induccién en el grado de trascendencia
que cada campo finitamente generado (de caracteristica cero)
K es bi-interpretible con Z.
(;a_mpos , ) . 1 .
finitamente e Para K un campo nimerico, escribe Oy = @7 jZa' y K
gener . —
como el campo de fracciones de Ok.
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e Queremos probar para induccién en el grado de trascendencia
que cada campo finitamente generado (de caracteristica cero)
K es bi-interpretible con Z.

e Para K un campo nuimerico, escribe Ok = EB;’:_OIZai y K
Compos como el campo de fracciones de Ok.

generados e Para K de grado de trascendencia m + 1, sean

ai,...,am € K elementos algebraicamente independentes y ¢ la
clausura algebraica relativa de Q(a1,...,am) en K. Asi,

K = ¢(C) para una curva proyectiva y suave C.

Thomas
Scanlon
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campos
finitamente , . . — [
generados e Para K un campo nimerico, escribe O = @7201204’ y K
Thomas como el campo de fracciones de 0.
Scanlon .

e Para K de grado de trascendencia m + 1, sean
ai,...,am € K elementos algebraicamente independentes y ¢ la
S clausura algebraica relativa de Q(ay,...,am) en K. Asi,
finit: t ~ 1
e K= E(C) para una curva proyectlv? y suave C.

e Por hipétesis de induccién, € es bi-interpretable con Z. Se
sigue que el campo K = €(C) es interpretable en ¢ y la
funciones de evaluacién év : K x C; — [ son definibles para

todas las extensiones finitas [ de &.
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La induccidn

Categoricidad
relativa para

pampos e Para K de grado de trascendencia m + 1, sean
generados ai,...,am € K elementos algebraicamente independentes y ¢ la
i clausura algebraica relativa de Q(a1,...,am) en K. Asi,
K = ¢(C) para una curva proyectiva y suave C.
e Por hipétesis de induccidn, € es bi-interpretable con Z. Se
Campos sigue que el campo K = £(C) es interpretable en ty la
Senarados funciones de evaluacién eév : K x C; — [ son definibles para
todas las extensiones finitas [ de €.
e Si se puede definir uniformamente las funciones de evaluacién
ev: K x C; — [, entonces hay un numero natural m € N tal
que un isomorfismo entre K y K es definible para

Y(f)=g < (V[[: € < m)(Vx € C(I)) ev(f,x) = ev(g,x)

Thomas Scanlon University of California, Berkeley
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campos

‘;"e‘ii?;zl‘: e Por hipdtesis de induccidn, ¢ es bi-interpretable con Z. Se
S sigue que el campo K = £(C) es interpretable en ty la
Scanlon funciones de evaluacién év : K x C; — [ son definibles para

todas las extensiones finitas [ de ¢.

e Si se puede definir uniformamente las funciones de evaluacién

ST ev: K x (; — I, entonces hay un niimero natural m € N tal

generados que un isomorfismo entre K y K es definible para

PY(f) =g < (V[[: €] < m)(Vx € C(I))ev(f,x) =ev(g,x)

e Cuando k es un campo nimericoy K = k(xy, ..., Xp) es de

trascendencia pura sobre k, estas funciones de evaluacién son

definibles. Asi, K es bi-interpretable con Z.
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La induccidn

e Si se puede definir uniformamente las funciones de evaluacién
ev: K x (; — [, entonces hay un ndmero natural m € N tal
que un isomorfismo entre K y K es definible para

Y(f)=g < (V[[: € < m)(¥Vx € C(I))ev(f, x) = ev(g,x)

e Cuando k es un campo ndmerico y K = k(xi,...,x,) es de
trascendencia pura sobre k, estas funciones de evaluacién son
definibles. Asi, K es bi-interpretable con Z.

e Mas generalamente, si un principio local-global razonable
para formas cuadraticas sobre campos de funciones de curvas
sobre campos p-adicos es verdad, entonces todos los campos
finitamente generados de caracteristica cero son
bi-interpretables con Z.

University of California, Berkeley
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Sean C una curva proyectiva y suave sobre Q, y P € C(Qp) un
punto Qp-racional. Sea K := Q,(C) y q = ((a, b)) una forma
de Pfister sobre K. ;Si el segundo residuo 92(q) es trivial en el
grupo de Witt de Q" para todos los puntos
Freguntas x € C(Qp") ~ {P}, es q trivial en W(Qp"(C))?

Thomas Scanlon University of California, Berkeley
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Sean C una curva proyectiva y suave sobre Q, y P € C(Qp) un
punto Qp-racional. Sea K := Q,(C) y q = ((a, b)) una forma
de Pfister sobre K. ;Si el segundo residuo 92(q) es trivial en el
grupo de Witt de Q" para todos los puntos

x € C(Qp") \ {P}, es q trivial en W(Qp"(C))?

Preguntas

Pregunta

; Qué pasa cuando K tiene caracteristica positiva?

Thomas Scanlon University of California, Berkeley
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campos Pregunta
finitamente

generados Sean C una curva proyectiva y suave sobre Q, y P € C(Qp) un
Tizges punto Qp-racional. Sea K := Q,(C) y q = ((a, b)) una forma

‘ de Pfister sobre K. ;Si el segundo residuo 92(q) es trivial en el
grupo de Witt de Q)" para todos los puntos
x € C(Qp") ~ {P}, es q trivial en W(Qp"(C))?

Pregunta

Preguntas

; Qué pasa cuando K tiene caracteristica positiva?

Por un teorema de Rumely, Z es interpretable in K.
Necesitamos una versién del principio local-global razonable en
caracteristica positiva.

Thomas Scanlon University of California, Berkeley
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campos

finitamente Sean C una curva proyectiva y suave sobre Q, y P € C(Qp) un
g:erados punto Qp-racional. Sea K := Q,(C) y q = ((a, b)) una forma
S de Pfister sobre K. ;Si el segundo residuo 92(q) es trivial en el

grupo de Witt de Q" para todos los puntos

x € C(Qp") ~ {P}, es q trivial en W(Qp"(C))?

Pregunta

Preguntas

; Qué pasa cuando K tiene caracteristica positiva?

Pregunta (Poonen “Conjetura o)

Sea S C N un conjunto de codigos de Godel para los campos
infinitos finitamente generados. ;Si T C S es definible en N,
hay una formula ¢ tal que T = {[K] | K = ¢}7?

Thomas Scanlon University of California, Berkeley
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