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Resumen

Probamos que, dentro de la teorfa de von Neumann (V N), hay un modelo
natural de la teorfa de Zermelo-Fraenkel (ZF) sin el axioma de fundacién
y vemos que ni el axioma de fundacién ni su negacién son teoremas en ese
modelo. Por iltimo obtenemos que la consistencia de VN estd implicada por
la consistencia de ZF + (eleccién) + (Jcardinal inaccesible).

1. Introduccion

En este articulo estudiamos la teoria axiomatica de conjuntos que propuso von
Neumann en [Neu25|. Es una axiomdtica muy diferente de la de Zermelo-Fraenkel.
Aunque la teoria de von Neumann tiene ideas nuevas con respecto a la teoria de
Zermelo-Fraenkel, la primera tiene dentro de ella un modelo natural de ZFC~ y
probablemente fue pensada para garantizar la existencia de este modelo. Un estu-
dio comparativo de la teoria de von Neumann con respecto a la teoria de Zermelo-
Fraenkel se puede encontrar en [Mor98]. Una particularidad es que VN estd basada
en el concepto de funcién, mientras que ZF estd basada en el concepto de perte-
nencia. Esto no crea diferencias profundas, ya que un conjunto se puede expresar
como una funcién caracteristica y una funcién se puede expresar c6mo un conjunto
de pares. Una de las cualidades de esta axiomatica es que tiene una cantidad finita
de axiomas (de hecho tiene dieciocho), mientras que ZF no es finitamente axiom-
atizable. Otra ventaja es que se pueden manejar clases dentro de la teoria. Estas
ventajas se conservaron en la teorfa, hoy llamada NGB (von Neumann, Godel,
Bernays), la cual es usada actualmente. Los fundamentos bdsicos de esta teoria
estdn desarrollados, por ejemplo, en [Men97].

En la seccién [2] presentamos formalmente a la teoria de von Neumann y de-
mostramos algunos teoremas en ella. Demostramos el teorema de reduccién normal
que nos permitira representar cierto tipo de formulas del lenguaje con objetos de la
teoria.

Enla secciénmostramos un modelo natural (I) de la teorfa de Zermelo-Fraenkel
con el axioma de eleccién y sin el de fundacién (ZFC™) dentro de la teoria de
von Neumann. Esto nos muestra que en VN podemos hacer, por lo menos, todo
lo que podemos hacer en ZFC~. Hay quienes piensan que a partir de ZFC™ se
puede desarrollar toda la matemaética, por lo tanto, toda la matemaética se podria
desarrollar en V' IV.

En la seccién [l empezamos construyendo, en la teorfa de Zermelo-Fraenkel con el
axioma de eleccién y con el que afirma la existencia de algun cardinal inaccesible, un
modelo de la teoria de von Neumann. De donde obtendremos que si esta extencién
de la teorfa de Zermelo-Fraenkel es consistente entonces tambinén VN lo es. Una
pregunta que es natural hacerse es si se puede demostrar el axioma de fundacién
en el modelo I de ZFC~ dentro de VN, que analizamos en la seccion [3| Para esto
construiremos, en ZFC'| dos modelos de VN usando el modelo que ya habiamos



construido. En uno de ellos se verificara fundacién y en el otro se verificarda su
negacién, obteniendo asi que ni fundacién ni su negaciéon son demostrables en la
estructura I dentro de V N.

Todo lo que presentamos en este articulo esta detalladamente explicado en
[Mon00].

2. Teoria de conjuntos de von Neumann

Desarrollamos la teoria de conjuntos de von Neumann en el célculo de predica-
dos de primer orden con igualdad. El lenguaje, que notaremos con £V, contiene
un simbolo de predicado I(-), dos sfmbolos de constante L y T, y dos simbolos de
funcién (-, ) y -[]. Cuando escribimos I(x) decimos “x es un uno-objeto”. Intuitiva-
mente estos uno-objetos van a ser los argumentos y los resultados de las funciones,
y también van a ser funciones. Los objetos que no son uno-objetos se caracterizan
por ser, en cierto sentido, muy grandes, como por ejemplo lo son las clases propias
en la teorfa de conjuntos usual. Llamamos bottom y top a los simbolos de constantes
Ly T, que representan falso y verdadero respectivamente. Cuando escribimos (x, y)
decimos “el par x y” y lo interpretamos como el par ordenado formado por x e y.
Cuando escribimos z[y] decimos “y aplicado a 2” o “x evaluado en y”, a y le lla-
mamos el argumento de la aplicacién, y lo interpretamos como la funcién x evaluada
en el valor y.

Los axiomas de la teoria de conjuntos de von Neumann estan divididos en cinco
grupos:

V N.I: axiomas introductorios

VN.II: axiomas de construcciones aritméticas
VN.III: axiomas de construcciones logicas

V N.IV: axioma sobre los uno-objetos

VN.V: axiomas de infinitud.

Describimos a continuacién cada uno de los grupos de axiomas.

2.1. Grupo I. Axiomas introductorios

Utilizamos Y™z ¢ en lugar de Vo(M(z) — ¢) y I 2g en lugar de 3z(M(z) A @).
VNI L) ALT)AL#T

VN.I2 : VY (I(f[2]))

VN.I,3 : Vizy(I{z,y))

VN.IA:Vfg(Va(fla] = glaz]) — f = g)

Se podria decir que los primeros tres axiomas se dedican a definir “el tipo” de
las funciones del lenguaje. El cuarto axioma caracteriza la igualdad: dos elementos
son iguales si son iguales como funciones. Este axioma es el que nos permite pensar
a los objetos como funciones, y al simbolo de funcién -[-] como la aplicacién. El
segundo y el cuarto axioma permiten decir que todos los objetos son funciones que
van desde los uno-objetos a los uno-objetos.

En todos los axiomas de la teoria, cada vez que aparece una aplicaciéon su segunda
entrada es un uno-objeto y cada vez que aparece un par sus dos entradas son uno-
objetos. Esto implica que en ningun resultado relevante de la teoria apareceran
aplicaciones o pares fuera de estas condiciones. Para la definicién de estos términos
consideraremos un conjunto de variables X y definiremos la clase de los términos
que estan, en el sentido de la oracién anterior, bien formados cuando suponemos
que todos los elementos de X son uno-objetos.

La definicién formal de esta clase de términos es la siguiente:



Definicién 2.1. Sea X un conjunto de variables, definimos por induccién al con-
junto de términos bien formados sobre X (tbf{X)):

e | y T son tbf{X) para cualquier conjunto de variables X.
x esun thf{X) si z € X.

(ug,us) ¥ ugfus] son thf{X) si uy y ug son thf{ X).

y[u] es un thf(X) si u es un thf(X) e y es una variable cualquiera.
Teorema 2.2. Dado u un tbf({xy,...,z,}), tenemos que
VNI 2,I(u)
DEMOSTRACION: Se demuestra facilmente por induccién en u, un thf{ X). O

Observemos que todo término es bien formado sobre su conjunto de variables,
pero lo interesante es que un término puede ser bien formado sobre conjuntos
menores.

2.2. Grupo II. Axiomas de construcciones aritméticas
VN.II1 : Ja(Vz(alz] = z))

VN.II2 :V'u3aVz(alz] = )
VN.IIL3 : 3aV'zy(al(z,

[(z,9)] =
VN.IIL4 : 3a¥V'zy(a[{x,y)] = y)
VN.IL5 : 3a¥zy(al(z,y)] = z[y])
VN.IL,6 : Yab3cV z(c[x] = (a[z], b[z]))
VN.II,7 : YabAcV z(c[x] = a[b[z]])

El grupo II de axiomas asegura la existencia de ciertas funciones que son la
base para construir -como veremos mas adelante- muchas otras. Estos axiomas
aseguran la existencia de las funciones: identidad, constante igual a u para cada
uno-objeto u, las funciones proyeccion que aplicadas a un par devuelven una de sus
componentes, la funcién aplicacion que dado un par de uno-objetos da la primera
componente aplicada a la segunda, las funciones que devuelven pares dando las
funciones coordenadas y la funcién compuesta de dos funciones.

De los axiomas VN.II1,3y VN.II,4 se deduce que dos pares son iguales si y solo
si sus componentes lo son. Esto nos permite pensar a (z,y) como lo que usualmente
es el par ordenado x y.

Definiremos un simbolo de funcién o de constante para cada axioma del grupo
II. Estos axiomas nos permiten definir estos simbolos sin agregar nada nuevo a la
teorfa . Luego definiremos, como si programaramos en un lenguaje de programacion
funcional, nuevas funciones a partir de las ya obtenidas. Recordamos que para definir
un simbolo de funcién f tal que VzVa(a = f(x) < ¢(z,a)) es necesario tener probado
Vz3lap(z,a). Para definir un simbolo de constante c tal que Va(a = ¢ — ¢(a)) sélo
es necesario tener probado Jap(a).

Definicién 2.3. Definimos los simbolos de funcién id, cte(-), par(-,-) y comp(-,-)
y los simbolos de constantes pri, pro v ap tales que satisfacen:

- Va(a = id « Vz(a[z] = 7))

- ViuVa(a = cte(u) < Yz (a[r] = u))
Vay(pr[(z,y)] = o)
Vizy(pry[(z,9)] = )
- Viay(apl(z, )] = z[y])
VbcVa(a = par(b, ) < Yz (a[z] =
- VbeVa(a = comp(b, c) « Yz (alx]

ﬁ[ z, [x]>))



A continuacién fijamos algunas notaciones que nos permitiran considerar n-uplas
y funciones de n argumentos.

Definicion 2.4.
(X1, xn) = {x1, .., Tp_1), Tn)
alzy, ..., xn] = al{xy, ..., xn)]

Un importante resultado que se deduce a partir de V. N.I, II es que dada una

expresion u(yy, - . ., Yn) construida a partir de las variables y1,...,yn, 21, - - -, 2m, de
las constantes L y T y usando las funciones (-, -) y -[-], tenemos que existe un objeto
a tal que, para cualesquiera uno-objetos yi, . . ., Yn, WY1, .- -, Yn) = a[y1, - . ., Yn]. Este

término u tiene que estar formado correctamente.

Teorema de Reduccién 2.5. Dado u, un tbf({y1,...,Ym,z1,...,Z,}) tenemos
que:
VNI IT Y. . ym3aY e, ., (alz, ... z,] = 1)

DEMOSTRACION: La demostracién se hace por induccién en u, un tbf y usando las
funciones que definimos en [2.3 O

2.3. Grupo III. Axiomas de construcciones légicas

VN.III,1 : 3a¥zy(a[(z,y)] # L <z =1y)
VIN.IIT2 :¥b3a¥'z(alz] # L < Viy(b[{z,y)] = 1))
VIN.IIIL3 : ¥b3aV 2 (3My(b[(z,y)] # L) — b[{z,a[x])] # L)

Los axiomas del grupo III nos aseguran la existencia de funciones que nos per-
miten asignar a cada frase un objeto que se comporte de la misma forma. Para
interpretar estos axiomas pensemos que bottom significa falso y ser distinto de bot-
tom verdadero. El primer axioma asegura la existencia de una funcién que dice si
dos elementos son iguales o no. El segundo asegura la existencia de una funcién que
se comporta como un “para todo no”. Finalmente, el tercero permite que el y que
obtenemos por una condicién implicita b[{x, y)] # L se obtenga explicitamente como
y = alz]. Asi como los axiomas del grupo II, los del grupo III nos permiten introducir
nuevos simbolos de funcién. Por ejemplo, el axioma V N.III,1 nos permite definir
al stmbolo de constante ig de igualdad que satisface: Vizy(z = y < ig[z,y] # L)

Antes de ver que se deduce de este grupo definiremos algunos predicados.

Definicion )2.6.
I

zea:=I(x)ANalx] # L aCb:=Vz(zea — z €b)
clase(a) :==Vz(a[z] = L Va[z] = T) a~b:=albAbla
conj(a) :=I(a) A clase(a) aCb:=albA—-a~b

La definicién de x € a significa intuitivamente que = estd en el dominio de a, y
aCbh significa que el domino de a estd incluido en el de b. Decimos que un objeto
es una clase si solamente toma valores bottom o top, lo que estamos haciendo es
representar las clases con su funcién caracteristica. Y un objeto es un conjunto si
su funcién caracteristica es un uno-objeto.

Demostraremos que para una cierta clase de férmulas existe una clase (en el
sentido de la definicién que contiene a todos los uno-objetos que satisfacen
dicha férmula.

A continuacién definimos el conjunto de férmulas que podremos representar con
objetos de la teoria.

Definicién 2.7. Definimos por induccion al conjunto de férmulas I-reducibles sobre
X, donde X es un conjunto de variables:



e u; = us es I-reducible sobre X siu; y us son thf{ X).
I(u) es I-reducible sobre X si u es un tbf(X).
¢ V ¢ es I-reducible sobre X si ¢ y 1 son I-reducibles sobre X.

- es I-reducible sobre X si ¢ es I-reducible sobre X.

Si ¢ es I-reducible sobre X, entonces Fx¢p es I-reducible sobre X \ {z}.

Obsérvese que toda férmula ¢ € LYV relativizada a la clase I es I-reducible

sobre FreeVars(y), el conjunto de variables libres de ¢, pero también puede serlo
sobre algtin conjunto menor.

Teorema de reducciéon normal 2.8. Dada ¢ una férmula I-reducible sobre el
conjunto de variables {y1, ..., Ym,Z1,...,Tn} se tiene que:

VNI ILIIT Y.y 3aY 2y, ..z (alzy, .. xn] # L o @)

DEMOSTRACION: La demostracién se hace por induccién en ¢, férmula I-reducible,
usando el teorema de reducciéon. Ademas hay que usar la funcion ig para las férmulas
de las formas 1y = uy 0 ¢ V x y la funcién que define el axioma V N.I11 2 para las
férmulas de las formas = o Fayp. O

Para el préximo teorema usaremos el axioma VN.IITI,3, que no ha sido usado
hasta ahora.

Teorema 2.9. Dada ¢ una férmula I-reducible sobre el conjunto de variables
{Y1y - Ym, T1,- - ., Tn, Y} se tiene que:

VNI LI Yy (Vg 2,3y () —
JaVz1, ..z, y(a[zy, .. 2] =y < @)

DEMOSTRACION: Notamos con & a Z1,...,T, y sean 41, .. ., Ym uno-objetos.

Por el teorema anterior tenemos que existe b tal queV!Z, y(b[Z,y] # L « ). Por
la hipétesis tenemos que VIz3y(b[,y] # L), luego usando el axioma VN.ITT,3
tenemos que existe a tal que V1%, y(a[Z] = y < b[Z,y] # L). Ese a es el requerido.

O

Corolario 2.10. VN.I,II 1]} VYa3'laV'z((alr] = L < alz] = L) A(afz] = T «
a[z] # 1))

DEMOSTRACION: Como a|z] estd definido para cualquier uno-objeto x, la unicidad
estd dada por el axioma V N.I,4. Para la existencia consideremos la férmula ¢(z, y) :
(y=L —alx]= L)A(y =T < afz] # L). Como necesariamente a[z] = L Valz] #
1 tenemos que Vz3My(p(z,y)), luego a esta dada por el teorema. |

Dado un objeto a, pensamos a su dominio como la clase de todos los uno-objetos
x tales que afz] # L. Este corolario nos permite definir al dominio de una funcién
de la siguiente manera:

Definicién 2.11. El simbolo de funcién unario Dom(-) se define tal que:
Va¥'z((Dom(a)[z] = L < a[z] = L) A (Dom(a)[z] = T « afz] # 1))
Ya que de las definiciones de Dom y clase se obtiene que:
Va(clase(Dom(a)) AV z(x e Dom(a) « alz] # 1)),

queda claro que lo que hace Dom(a) es darnos el dominio de la funcién a.
El siguiente teorema nos asegura la existencia de una clase a de n-uplas de
uno-objetos que satisfacen una propiedad .



Teorema 2.12. Dada ¢ una férmula I-reducible sobre el conjunto de variables
{y1,- - Ym, 1, .-, Tn}, se tiene que:

VNI I IITF Y.y, 3190 2(2 e a — T2 (2 = (2) A @)

DEMOSTRACION: Como a[z] esta definido para cualquier uno-objeto z, el axioma
V N.I,4 garantiza la unicidad. Por el teorema de reduccién normal tenemos que
existe b tal que V!z(z € b «— 3Z(z = (¥) A p)). Alcanza con tomar a := Dom(b),
luego zea < xeb — 'y clase(a). O

Definicién 2.13. Llamamos a esa clase [¢]z, o sea que [¢]z es tal que clase([¢]z)
y VEZ((F) € [p]z < ©(Z)). Escribimos simplemente [] si esta claro cuales son 7.

Ahora el trabajo con clases y conjuntos se torna mucho mas simple.

Definicién 2.14. Notamos [I] a [I(z)]., la clase de todos los uno-objetos. Va a
cumplir que V' (z € [I]).
Definimos Im(b, a) := [Fly(y e a A bly] = z)].

2.4. Grupo IV. Uno-objetos
VN.IV 1 :Va(-1(a) < 3¥z3y(aly] # L Ably] = z))

El axioma VN.IV 1 es muy importante en la teoria ya que nos da una condicién
necesaria y suficiente para que un objeto sea o no un uno-objeto. Intuitivamente
dice que un objeto, mirado como funcién, es un uno-objeto si y sélo si su dominio
no es demasiado grande.

Escribamos el axioma del grupo IV usando los simbolos de funcién que definimos:

VN.IV,1: Va(-I(a) — Fb(Im(b,a) = [I]))

Lo que dice es que a no es un uno-objeto si y sélo si existe una funcién b : a — [I]
que sea sobreyectiva, que se puede interpretar como que el cardinal de a (o de
Dom(a)) es igual al de la clase de todos los uno-objetos.

2.5. Grupo V. Axiomas de infinitud

VN.V,1:3Fa(F2(zea) A\Viz(zea — Fy(zCy Ayea)))
VN.V 2 : Vi aVz(Fy(z ey Ayeb) — zea)
VN.V.3:VioFaVia(2Cb — Fy(y ~ 2 Ayea))

El primer axioma asegura la existencia de un uno-objeto con dominio infinito.
El segundo asegura la existencia de un uno-objeto que esté relacionado con la unién
usual de conjuntos, es un uno-objeto cuyo dominio es la unién de los dominios de
los elementos que estan en el dominio de un cierto uno-objeto. El tercero asegura
la existencia de un uno-objeto que esta relacionado con el conjunto de partes usual
de un conjunto.

3. Relacién con la teoria de Zermelo-Fraenkel

El objetivo de esta seccion es mostrar como existe un modelo natural de la teoria
de Zermelo-Fraenkel dentro de la teoria de von Neumann.

Empezamos enunciando los axiomas de ZFC. Luego demostramos que los ax-
iomas de ZFC~ se verifican en el modelo construido de donde deducimos un resul-
tado de consistencia.



3.1. Teoria de Zermelo-Fraenkel

La axiomatica de Zermelo-Fraenkel, que escribimos ZF', es una de las que mas
se usa en la actualidad. En este seccién veremos un Varlamon de ZF, que escribimos
7F F', en la cual se permite la existencia de urelemento usaremos ZF en la tltima
seccién.

Desarrollamos la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel en el célculo de pred-
icados de primer orden con igualdad. El lenguaje, que notamos con LZF , contiene
dos simbolos de predicados: - € - que es un predicado de aridad dos que llamamos
pertenece, y un simbolo un-ario conj que nos servird para identificar a los elementos
que son conjuntos.

Escribamos los axiomas:

ZF0: Jz(x = x)

ZF 1 :Extensionalidad: Veorizy(Ve(z Ex > 2 €Ey) » o =1)

ZF .2 :Fundacién: Verig(Jy € x — Jy € aVz € 2(2 € y)

ﬁ,?w :Comprension: Va3 NVw(w € z « w € a A oy

ZF 4 : Parco: VzyIoNiz(z € 2 Ay € 2)

ZF.5 :Unidn: veerip(Vy € x(conj(y)) — I°Muvy € x(y C u))

ZF,GS(, :Reemplazo: V*°a((Vo € a3lyp(x,y)) — I°MWVr € ady € bp(x,y))
ZF .7 :Infinito: Jeenig() € x AVy € 2(S(y) € 1))

ZF 8 :Potencia: yeomigJeonipyeeniy(y C a — y € b)

AC :Eleccién: V™ a3R(R bien ordena a)

En los axiomas 2}7’5, ﬁ,? y Zf‘,S aparecen los simbolos C, S y §) que no son
parte del lenguaje. Definimos © C y como una abreviacién de Yw € z(w € y).
De los axiomas ZF,0, 1,3 se demuestra que Jreenieyz(z € ¢), a este ¢ le llamamos
conjunto vacio y lo notamos con . De los axiomas ﬁ,l, 3,4,5 se demuestra que
podemos definir S(z) := {z} Ux.

Al axioma de elecciéon no lo escribimos como férmula del lenguaje porque es muy
complicado de escribir y entender.

Notamos con ZFC~ a los axiomas de ZF sin el axioma 2 y con el axioma AC.

La tnica diferencia entre ZF y ZF es que en ZF no aparece el simbolo de
predicado conj. O se podria decir que si aparece, pero que cumple que V(conj(x)),
por lo tanto se trivializa y no es necesario ponerlo. Dicho de otra forma:

ZF = ZF + Ya(conj(x))

3.2. Zﬁ en VN

Sea I la estructura < I(-),conj,e > para L2F  es decir que I es la estructura
que tiene como dominio a los uno-objetos y que interpreta a los simbolos conj y €
con los predicados conj y € que definimos en [2:6] Probaremos que es un modelo de
ZFC™ en VN. Obsérvese la simplicidad de la estructura I. El hecho de que I es
un modelo de ZFC~ ya habfa sido enunciado por von Neumann en [Neu25| y es de
suponer que él armo la teoria para que esto ocurra.

Teorema 3.1. I es un modelo de ﬁC* en VN.

*Se le llama urelementos a los objetos de la teorfa que no son conjuntos.
**Escribimos 3z € ay en lugar de 3z(z € aAg) y escribimos Va € ap en lugar de Va(z € a — o).
***Comprensién, al igual que Reempazo, no es un axioma solo sino que es una familia de axiomas.
Hay un axioma por cada férmula del lenguaje.



DEMOSTRACION: Para probar este teorema tenemos que probar, en VN, la rela-
tivizacion a I de cada uno de los axiomas de ZFC™. -
El axioma de extensionalidad relativizado a I, que notamos ZF,11, queda

Veordgy(Vz(zfz] # L = ylz] # L) » z=1y)

lo cual se deduce del axioma V N.I 4.

Para probar pareo hay que definir la clase [z =z V z = y], y probar que es un
uno-objeto.

Las familias de axiomas Comprension y Reemplazo se deducen de VN.IV 1y
de los teoremas y

Potencia, Unién e Infinito se deducen de los axiomas del quinto grupo. Las
formulaciones de estos axiomas no son exactamente las mismas que las formulaciones
de los axiomas de Potencia, Unién e Infinito de la teoria de von Neumann, por lo
tanto también va a ser necesario usar la teoria que tenemos desarollada en VN y la
que conocemos a partir de los axiomas de ZF' que ya probamos.

La prueba de XE’I es la mas interesante: La teoria de ordinales se puede de-
sarrollar en VN sin ninguna dificultad. Si notamos con ON a la clase (clase se-
gun la definicién de todos los ordinales, la paradoja de Buralli-Forti nos dice
—conj(ON) y por lo tanto =I(ON). Ahora del axioma VN.IV,1 se deduce que ex-
iste un objeto b que como funcién restringida a ON es sobreyectiva sobre [I]. Esto
nos permite definir funcién a : [I] — ON inyectiva y de esta forma tenemos un
buen orden en [I] y por lo tanto en todos sus subconjuntos. O

Corolario 3.2. CON(VN) = CON(ZFC~)

Se prueba que < WTF, conj, €> es un modelo de ZFC dentro de 2\150_, donde
WF es la clase de los conjuntos bien formados (ver [Kun80], Ch.IV §4). Por tanto
CON(ZFC~) = CON(ZFC). Si juntamos este resultado con el corolario anterior
obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.3. CON(VN) = CON(ZFC)

4. Modelos de la teoria de von Neumann

En esta seccién demostraremos algunos resultados de consistencia relativa. Us-
aremos, al igual que en la seccién anterior, el método de relativizacién.
En todo la seccién trabajaremos en la teoria ZFC.

4.1. Algunas definiciones

En esta seccién presentaremos algunas definiciones y demostraremos algunas
proposiciones en ZFC que nos seran de utilidad mas adelante.

Usaremos los cardinales inaccesibles [Kun80] para construir modelos que con-
tengan objetos grandes como clases propias. Recordamos que en la seccién di-
jimos que, intuitivamente, un objeto es un uno-objeto si y sélo si su dominio no es
demasiado grande, usaremos a los cardinales inaccesibles para modelar la nocién de
“demasiado grande”.

Definicion 4.1.

e Decimos que un conjunto A es acotado en un cardinal x si existe un ordinal
a < k tal que A C a.



e Un cardinal k es regular si para todo A C k tal que ||A|| < &, A es acotado en
K.

e Un cardinal s es limite fuerte si Voo < k(|P(a)|| < &)

e Decimos que un cardinal es (fuertemente) inaccesible si es regular, limite fuerte
y no numerable.

e Notamos con EI a la frase Ix(k inaccesible).

Observacion 4.2.

1. Un cardinal infinito k es regular sii para todo conjunto A tal que ||Al| < kK y
Vo € A(||z]| < k) se tiene que || |J Al < k.

2. Un cardinal x es limite fuerte sii para todo conjunto A tal que ||A|| < & se
tiene que ||P(4)| < &.

A estos cardinales se los llama inaccesibles porque no se pueden construir a
partir de cardinales menores usando la potenciacién o la unién. De hecho, se puede
probar que la existencia de estos cardinales no se deduce de ZFC (el lector puede
encontrar una demostracién usando métodos de relativizacién en [Kun80], pag. 133).
También se sabe que no se puede encontrar una prueba, expresable en ZF Cﬁ
de CON(ZFC) = CON(ZFC + EI) (En [Kun80], pdg 145, hay una demostracién
que usa fuertemente el teorema de Incompletitud de Godel). A pesar de esto, en
general, los matematicos creen en la consistencia de ZFC + EI.

Ahora definiremos al conjunto de funciones x-casi nulas. La idea de considerar
el soporte de las funciones y de definir funciones casi nulas es bastante comun en
muchas areas de la matematica.

Definicién 4.3.
o F(A,B):={f C Ax B;f funcién con dominio A y codominio B}
e Dada f € F(A, B) llamamos soporte de f a sop(f) :={xz € A: f(z) # 0}.

e Decimos que f € F(A, B) es k-casi nula si ||sop(f)|| < . Notamos F, (A, B) al
conjunto de las funciones x-casi nulas de F(A, B)

Proposicién 4.4. Para todo k inaccesible, || F.(k, )| = &

DEMOSTRACION: El hecho de que k < || Fi(k,x)|| es facil de probar. Probaremos
que || Fi(k, k)| < K. Sitenemos A, B C ky f € F(A, B) definimos f € F(k, k) de
la siguiente forma:

=N flz) siz€e A
f(x).—{@ siz €k\A

Observemos que si f € Fi(k,k), existe un ordinal A < & tal que f|x € F(X, )
y flx = f. Esto es porque: como f € Fy(k,k), tenemos que |[sop(f)]| < Ky
como k es regular existe \; < & tal que sop(f) C A;, y también tenemos que
{f(z) : z € sop(f)} < |lsop(f)]| < Ky como k es regular existe Ay < k tal que
{f(z) : 2 € sop(f)} C A2. Sea X := max(A, A2), luego tenemos que f|y € F(A, )
y que f|x = f. Por lo tanto, tenemos que Fy(k, k) = U/\en{?: f € FA N} Como
la unién esta tomada sobre k, alcanza con demostrar que ||F (A, A)|| < x para todo
A < K, lo cual es inmediato de que & es limite fuerte y de que ||F(X,A)|| = [[P(V)]-

O

****Todos los elementos del calculo de predicados se pueden expresar codificados en ZFC, por lo

tanto también podemos expresar resultados y demostraciones en la metateoria en ZFC.



4.2. El Modelo M (K, o)

En esta seccién construimos la estructura M (K, o) en ZFC + EI y probamos
que es un modelo de VN.

Sea k un cardinal inaccesible, sea K un conjunto de cardinal k que contenga a
@@ sea <+, > : K x K — K inyectiva y T un elemento de K distinto de ). De la
proposicién deducimos que existe una funcién o : F. (K, K) — K biyectiva. Us-
aremos estos objetos para construir M (K, o). Notaremos con modelo(KC, o, <, >, T)
al predicado: “||K|| = k es un cardinal inaccesible, o : F,, — K biyectiva, <, > :
K x K — K inyectiva, ) € K, T € Ky T # (. Tenemos que EI implica que
existen K, o, <,> y T tales que (modelo(K,o,<,>,T)). Notamos F := F(K,K)
y Fi = Fe(K,K).

En la teoria de von Neumann todos los objetos se comportan como funciones
y los uno-objetos se comportan, ademds, como argumentos y resultados de esas
funciones. El hecho de tener una biyeccién entre F,, y K nos permite identificar a
los elementos de F (K, K) con los de K, o sea que podemos pensar a las funciones
de F, como argumentos o resultados de las funciones de F (y de F). Siguiendo
esta idea construimos el modelo M (K,0) de VN en ZFC + EI. Lo que hacemos es
considerar F como nuestro universo de elementos de V N. Incluido en F esta F,
que usamos para representar a los uno-objetos. Representamos a bottom y top con
los elementos de F,, que se corresponden mediante o con @) y con T'. Para definir el
pareo de elementos de F,; usamos <-,-> : L x K — K y para definir la aplicacion
de un elemento de F(K, K) sobre un elemento de F,, usamos la identificacién entre
los elementos de F, y los de K. La definicién formal es la siguiente:

Definicién 4.5. Definimos la estructura
M(/QU, <<’>>’T) =< F, IM(.)’LM7TA4, <.7 .>M7 .[.]M >
de la siguiente forma:
o IM(z):= z€ F.(K,K)
o | M :=g71(])
o T =0 }T)
o (z,y) =0 (<o(x),0(y)>)

aly]M =0~ (z(0(y)))
Eliminamos <, > y T de la notacién y escribimos M (K, o), simplemente M cuando
es claro quienes son K y o.

Estamos definiendo (z,y)™ sélo para x,y € Fr y x[y]® parax € Fyy €
F,. cuando deberfamos definirlos para todos x,y € F. Solamente nos interesaran
estos casos, por lo tanto alcanza con definir a las funciones (-,-) y -[-]* de forma
arbitraria en el resto de los casos.

Es fécil verificar que en todas las definiciones o y 0~ estdn aplicadas a objetos
de su dominio. Para definir M (KC,0) como estructura tenemos que verificar que
1M e F T € F, (z,y)M € F para todos z,y € F,; y que z[y|™ € F paraz € F
ey € F,, lo cual se prueba observando que ran(c~!) = F, C F.

Al relativizar la teoria VIV se relativizan los simbolos de predicado y de fun-
cién que definimos en ella. Notamos a los simbolos relativizados agregandole el
supraindice M. Por ejemplo, conj(z) significa I(x) AV 2(z[z] = LV z[z] = T) luego
conj™ (x) significa x € F,, AVT=2(x[2]M = LM V x[2]M = TM) que es equivalente a
r € Fu AVw(z(w) =0V 2(w) =T).

De la misma forma obtenemos que z €™ y es equivalente a o(z) € sop(y).

*F Podriamos no pedir que 0 € K, elegir un elemento de K y usarlo en lugar de () en la definicién

de funcién casi nula.
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Teorema 4.6. M (K,0) es un modelo de VN en ZFC + modelo(K, o, <, >, T).

DEMOSTRACION: Para probar este teorema tenemos que probar, en ZFC, las frases
que resultan de relativizar los axiomas de VN y de usar las definiciones de los
sfmbolos LM TM (. )M L[] T (L),

Para probar VN.I,1MK.0) 'y N [ 9M(K.0) 7 N T 3M(K.7) 6l0 hay que observar
que la imagen de o~ es F,. y o es biyectiva. Mientras que para probar VN.I,4M (<)
hay que usar que dos funciones iguales sii lo son punto a punto.

Todos los axiomas del grupo IT , relativizados a M (K, o), enuncian la existencia
de ciertas funciones de K en K. En todos los casos es obvio que estas funciones
existen en F. Con los axiomas del tercer grupo ocurre lo mismo que con las del
segundo.

VN.IVAMK) o5 Wa(a & F. < T 237y(o(y) € sop(a) A blo(y)) =
o(z))) que es equivalente a V7 a(=(||sop(a)|| < k) < FFb({b(z) : = € sop(a)} = K)).
Es claro que si ||sop(a)| < & entonces ¥7b [|[{b(z) : = € sop(a)}|| < |[sop(a)| <
k = |IK]|, luego es imposible que {b(z) : = € sop(a)} = K. Por otro lado, si
|[sop(a)]| = k = ||K]|, existe una biyeccién b € F tal que {b(z) : z € sop(a)} =K

Las férmulas VN.V, 1Mo VNV 2MK0) v VNV 3MK9) se deducen de que
K es no numerable, regular y limite fuerte respectivamente. (Il

Lo importante de este teorema es que de él se deduce el siguiente corolario.
Corolario 4.7. CON(ZFC + EI) = CON(VN)

DEMOSTRACION: Sabemos que en ZFC + EI existen K, o, <,> y T tales que
modelo(K, 0,<,>,T). Luego podemos construir el modelo M(K,c) de VN en
ZFC + EI. O

Tenemos probado que la consistencia de VN “esta entre” la de ZFC y la de
ZFCH+EI, es decir CON(ZFC+EI) = CON(VN)yCON(VN)= CON(ZFC).

4.3. Sobre el axioma de fundaciéon en la teoria de von Neu-
mann

Recordamos que en la seccién (3.2 probamos que V N+ ﬁCj, o0 sea que probamos
que I es un modelo de ZF'C™, pero no se hizo nada sobre si ZI',2 se satisface o no
en ese modelo, donde ZF',2 es el axioma de fundacién. En esta seccién construimos
dos modelos de VN y luego estudiamos al modelo I dentro de los modelos de VIV,
en uno de ellos se satisface ~ZF,2 y en el otro se satisface ZF",2. De aquf deducimos
que si ZFC + EI es consistente, entonces ni ZF 2! ni =ZF 2! son demostrables en
VN.

4.3.1. Consistencia de VN + -l

Para probar que ZF,2! no se deduce de VN usaremos como modelo un caso
particular de M (KC,0). Lo que hacemos es cambiar la biyeccién o de forma que
exista algin conjunto que se pertenezca a si mismo.

Teorema 4.8. Dados k un cardinal inaccesible, K tal que ||K|| = k y 0 € K,
<, > K x K — K inyectiva y T € K distinto de () existe o : F,, — K biyectiva
tal que existe x € F,, que verifica conj™ () A x ex x. Donde escribimos M en lugar
de M(K,0).
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DEMOSTRACION: Sea o : F,, — K una funcién biyectiva que sabemos que existe por
Sean x,y € F, distintos de L y de T, tales que conj™ (z) y y €M x.

SeaT:F, —Fotalquet(y) =2, 7(x) =y y7(z) =258l 2 #xAz#y. Ahora
definimos ¢ : F,, — K, 0 = 0 o7, luego, para todo z € Fy:

wle]in =5 H(@(5(2)) = 77 (07 (@(o(7(2)))) = T(x[r(2)])

Como 1w = 7(1M) = 1M T = 7(TM) = T™ y ¥Wey(z[y]M = 1M o THM)
tenemos que V7= y(x[y]m = Lm o Ta), y como I# (x) tenemos que conj (x). Como
T(z) =y, zly]M =TM y 7(TM) = T tenemos que z[z|m = T, luego x em x. [

Corolario 4.9. CON(ZFC + EI) = CON(VN + -ZF 2Y)

DEMOSTRACION: Es claro que 3 x(xex) — ~ZF 2%, Entonces ZFC + EI pode-
mos construir el modelo M (K,5) como en el teorema, tal que se puede probar

(VN + —ZF 2H)MK2), O
Corolario 4.10. Suponiendo que ZFC + EI es consistente,
VN ZF 2

De aqui también se deduce un resultado conocido de la teoria de conjuntos que
dice que el axioma de fundacién no se deduce de los demaés:

Corolario 4.11. CON(ZFC + EI) = CON(ZFC~ + —ZF2)

DEMOSTRACION: En ZFC + EI tenemos la estructura M (K, o) y dentro tenemos
la estructura I. Como VN = ZFC Y, tenemos probado ((ZFC~ +-ZF 2)1)yM(K.o)
entonces obtenemos lo que queriamos. O

4.3.2. Consistencia de VN + ZF,QI

En esta secciéon construimos, en ZFC + EI, un modelo de VN + ﬁ,?l. La
idea de esta construccion es parecida a la de la construccién de la clase WEF (Well
Founded) (Ver [Kun&0Q].).

Definicién 4.12.
e Sean L :=0, T:={0}y T':={<L, T>}
e Notamos con FF(A, B) al conjunto de las funciones parciales de A en B, es
decir F¥(A,B) := Uy 4 F(X, B).
e Definamos al conjunto D, por recursion en o € ON:
- DO = {JL}

- Dgy1 = F(Dp, D \ {L}) U{TI\{T"}
- D, = U§<a D¢ en el caso o ordinal limite.

Los elementos de D, 1 son las funciones parciales que se pueden construir con
elementos de D, sin I en la imagen, y sustituyendo T’ por T. En realidad lo
que queremos es T = {<1, T}, lo cual es imposible en ZFC, por eso definimos
T/ ={<L, T>} y luego cada vez que aparece T’ lo sustituimos por T.

Si calculamos D; obtenemos {1, T}, ya que L = § es la funcién vacia que es
una funcién parcial de A en B para todo A y B. Es fécil ver que Ds es

{L, T =T, >} {<L,T><T,T>}}

no explicitamos D3 porque tiene 256 elementos.
Empezamos demostrando que los conjuntos D, forman una sucesién estricta-
mente creciente.
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Lema 4.13. V¢ < a(De € Da).

DEMOSTRACION: Demostraremos V€ < a(Dg C D,,) por induccién en o € ON.

Es claro cuando o = 0, &« = 1 0 « es ordinal limite. Veamos el caso a = 41 con
B>1.Seax € Dg,siz = T luego € Dy, sinox € FF' (D, D\ {L})\{T'} para
algin £ < @ (si (B es sucesor, entonces £ = 3 — 1 y si es limite £ es tal # € Deyq),
por hipétesis inductiva De C Dg, luego z € FF(Dg,Ds \ {L}) \ {T'} C D,. De
donde concluimos que Dg C D, entonces para todo { < a: D¢ C Dg C Dy,

Ahora demostremos V¢ < a(D¢ # D,) por induccién en o

Es trivial cuando § = 0, asi que consideremos 0 < £ < a. Sea f € F(D¢,De \
{L}), tal que f(z) = T para todo = € D,. Supongamos que f € Dg, luego existe
& < & tal que f € FP(Dey,Der \ {L}), luego De = dom(f) C Dey C De, pero por
hipétesis inductiva D¢, # De. Concluimos que f € Dy \ Dg, luego D¢ # D,. (]

Este lema nos induce a hacer la siguiente definicion:
Definicién 4.14. Sea Rank : D,, — k definida de la siguiente forma:
Rank(z) :=min{a € k: x € Dy}

Observacién 4.15.

e Rank(L) =0y Rank(T) = 1.

e D, ={x € Dy : Rank(x) < o}

e Rank(x) nunca es un ordinal limite.
DEMOSTRACION: Para la primera parte hay que observar que Dy = {1} y que
Dy = {L, T}. En la segunda parte las dos inclusiones son fciles de demostrar.

Para la tercera parte hay que observar que si x € D,, con « ordinal limite, entonces
existe £ < o tal que x € D. a

En el siguiente lema estudiamos la cardinalidad de D,,
Lema 4.16. Para todo a < &, ||a| < |[Dall < & y ||Dx| = &-

DEMOSTRACION: Los conjuntos Deyq \ D con € < a son disjuntos y no vacios por
el lema anterior, luego Do = || Ug<y Des+1 \ Dell = [laf|-

Ahora probaremos ||D,|| <  por induccién en a € k. Si @ = 0 es trivial. Si
a=p+1y|Ds| <k luego Do C P(Ds x Dg) U{T}, como k es limite fuerte y
IDs|| < Kk tenemos que k > ||P(Dg x Dg) U{T}|| > ||Dqall- Si a es ordinal limite,

de la observacién (4.2 y de la hipétesis inductiva obtenemos que || U;¢,, D¢l < 5.
Para probar la tltima afirmacién tenemos que observar que ||D,|| = sup{||Da|| :

a < k} y que para todo o < k tenemos que ||a| < sup{||D¢|| : £ < K} < k. De

donde concluimos ||Dy|| = k. O

Ahora veremos que hay una forma natural de identificar a las funciones x-casi
nulas de D, — D, con los elementos de D,.. Considerar esta biyeccién particular,
en la creacién del modelo de VN, es lo que nos va a permitir probar ZF' 2.

Definicién 4.17. Dada f € D, definimos f € F(D,,D,) tal que dado = € D,

f(x) sif#Tya€dom(f)
TR R si f#£Tyax €D\ don(f)
@)= 7 §r=Tye=1

1 sif=Tyax#1L

Definimos D, := {f : f € D, }.
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Observemos que () = 1 € D,; luego podemos hablar de F, (D, D). Y también
observemos que sop(f) = dom(f).

Es facil verificar que la funcién de D, — D, que lleva a f en f es biyectiva y
su inversa es la funcién ¢ que se obtiene restringiendo a las funciones de D, a su
soporte. Hay que tener cuidado con la identificacién que hicimos de T con T, la

definicién de o : D, — D, es:

= lsop(g) 51 Glsop(g) # T’
o(9) { T Si Glsop(g) = T’

Lema 4.18. D,, = F,.(D.,D,).

DEMOSTRACION: (D C Fu(Dy,Dy)): Dada f € Dy, f € Fu(Dx,Dy) porque
[sop(f)Il = || dom(f)|| < [|Dall <k con a < k.

(Dx D Fu(Dy,Dy)): Si g € Fu(Dy,Dy), sea f = o(g), o sea que g = f. Si
f=T,g=f € D,.. Supongamos ahora que f # T y probemos que f € D,.
Consideramos {Rank(x);x € dom(f)} C k, como k es regular y ||{Rank(z);z €
dom ()} < || dom(f)]] = ||sop(g)|| < & tenemos que I\; € & tal que { Rank(z);x €
dom(f)} C kK C A1, o sea que dom(f) C D,,. De la misma forma probamos
que existe A2 € k tal que ran(f) C Dx,. Sea A = max(A1, A2). Tenemos que

F € FPD\ DAN{LH)\{T'} CDry1 CDwy g=f € D O

Sea <-,> : D, x D, — D, una funcién inyectiva cualquiera. Del lema an-
terior y del comentario anterior al lema concluimos que p es una biyeccién de
F«(Dy,Dy) — D, luego tenemos modelo(Dy, 0, <,>>, T ). Por lo tanto, por el teo-

rema tenemos que se verifica VNM(Px:0) sélo nos queda probar (ﬁ,QI)M(Dm@).
Para esto necesitamos el siguiente lema.

Lema 4.19. Si f,g € D. v f(g) # L, entonces Rank(g) < Rank(f)

DEMOSTRACION: Sea o = Rank(f), entonces a« =00 a = 3+ 1. Si a = 0, luego
f =1 =10y paratodo g € D., f(g) = L. Entonces « = 3+ 1. Si f = T, como
f(g) # L, tenemos que ¢ = 1L y Rank(g) = 0 < «. Supongamos que f # T,
entonces f € FP(Dg,Ds \ {L}), luego g € dom(f) C Dg, de donde obtenemos
Rank(g) < 6 < a. O

Teorema 4.20. En ZFC + EI se prueba (VN + ZF 28)M(Dw.0),

DEMOSTRACION: Ya sabemos VNM(Px.0)  Notaremos F = F(Dw,Dy) y Fu =
Fu(Ds, Dy). -
La formula (ZF,20)M(K.0) eg:

weordM p(FFry e g — IFry M aVz M (2 M y))
Sea x € F, tal que conj™ (z) y tal que 37~y eM z. Seay € {0~ (w);w € sop(x)}, o
lo que es lo mismo y €™ z, tal que Rank(o(y)) = min{Rank(w);w € sop(z)} . Sea
z €M x, probaremos que z ¢ y. Tenemos que Rank(o(z)) > Rank(o(y)), luego, del

lema anterior , deducimos que =(y(o(z)) # 1), aplicando o~* en ambos lados de la
desigualdad obtenemos —(y[z]™ # 1M), o sea que z ¢ y. O

Corolario 4.21. CON(ZFC + EI) = CON(VN + ZF 2Y)

Corolario 4.22. Suponiendo que ZFC + EI es consistente:

VN tf —~ZF 2"
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